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Prefdcio

- Pprazer de estudar Matematica,

O presente livro baseou-se nas orientagbes sugeridas pelo reajusta-
mento dos novos programas.

A motivagdo a partir do que é concreto e intuitivo e muito importante
para que os alunos sintam que estio a construir Matematica. Os temas sao
tratados de uma forma gradual, mas dindmica, partindo da experimentacao
para a formalizacdo dos conhecimentos.

Aprender a pensar e a raciocinar correctamente sao objectivos a atin-

2 Classe. Para ajudar a alcangar este o ivo, apresentam-se
gir na 102 Cl Para ajud Icangar este object presenta
virias situagoes, umas que relacionam a Matemdtica com o quotidiano e
com as outras ciéncias, outras de treino que tém como objectivo colmatar
dificuldades e esclarecer dividas.

Os exercicios devem ser resolvidos gradualmente, ao longo do ano
lectivo, acompanhando o decorrer da matéria,

Apresentam-se virias questdes de escolha miltipla, que devem ser
lidas com muita atenéo e sem precipitagdes. Nas outras questdes, ditas de
resposta aberta, devem ser apresentados os raciocinios e as justificacdes
que julgar necessarias,

Contamos com o apoio e a colabaragdo do professor para decidir, con-
soante as caracteristicas da turma, quais devem ser resolvidas em grupo
em diade ou individualmente, dpoiando e incentivando os alunos a Inter:
pretar as situagdes dadas e a realizar as tarefas propostas.

A referéncia & Histéria da Matematica tem como objective mostrar
Emn a M:t&mét:cn tem vindo a interferir no progresso da Humanidade e

I a conhecer alguns matemdticos cujas contribui
tais para esse mesmo progresso., 70es foram fundamen-

Nao i i ]
podemos deixar de salientar que 56 o préprio aluno, com o seu

esforco e a sua capacidade de refor
5 mular estratégi :
correcta, pode atingir os seus objectivos. €gias até chegar 4 solugao

Esperamos que este livra sej '
: Ja uma bea ajuda, tanto coma ins
de trabalho, como de incentivo ag espirito de pesquisa e de de-lsc:h'-JEthn::E

=

O autor

— |

Digitalizada com CamScanner



Unidade 1: Teoria de conjuntos

Nogbes de conjuntos B
Conjunto 8
Intervalos numéricos 12
Operagbes com conjuntos 12
Aplicagio da teoria de conjuntos ... 15

Exercicios propostos el 18

Unidade 2: Equagdes quadraticas paramétricas simples

Revisio da equacdo quadratica ... 24
Férmula resolvente da equacio quadrética
Equagdes quadriticas paramétricas

EXercichos propostos . .

B8R

Equacdo biquadrada 32
Resolucdo de equacdes !:rrquadradas < — 32
Composicao da equacio biquadrada .. 34

Propriedades das raizes de uma equacio biquadrada ... 35
Determinacdo da equacio biquadrada conhecidas as raizes 35

3 Ll [y o (L L ©
[ [ Ter: T T (1 o T O | |
FUNGE0 quUadrathtd. s 41
O I e e —
LLE 1okt [ F o i — A3
WA O SR s e i o SRS [ )
el Tl R L1 L - 50

Rovisdo sobre inequagdes Nneares ... 54
Resolugdo de Inequaghes lineares do 1.2 gl emun—. 54
Propriedades da inequaglo do 1.2 grau ... 54

Inecuagho quadritica ... il
Resclugdo de Inequagbes quadrallcas e by B

EXBrEICIOS PrOPOSIOS s s s st e A 1D

Digitalizada com CamScanner



Unidade 6: Funcao exponencial

INrOAUCAD .o i i)
Poténcias de expoente racional ...
Poténcias de expoente real. Propriedades

Funcio exponencial de base a .. i
Fropriedades 2
Estudo das propriedades analiticas e graficas -

Transformacdes do grafico de uma fungdo exponendial ...
Referéncia as fungdes exponencials com abase entre De 1 ..

Fungbes do tipo Aix) = € 0 e
Exercicios propostos...

Unidade 7: Logaritmo e funcao logaritmica

Logaritmo de um nimero ... e 84
Logaritmo dedmal . — e 87
Propriedades operatérias dos l0gantmos .. eeeemerrrrenes -~ B8

B A I I e 91
Fungdo logaritmica de base = 1... 91

Transformacao de graficos de fungdes logaritmicas ... a7
Fungao logaritmica como inversa da fungao exponencial ... 101

Exercicios propostos e 102

Unidade 8: Trigono
Revisdo de conceitos sobre geometria —..mimmmin i . 108
TEOTEIME O PHOIONTES s i st i s . 108
Flouras Semethaites . i s i s s . 108
Critérios de semelhanga de tiangulos —..oeeemevenmss e 109
EXETCICI0E PHOPASI0S wircimmmrivaitimiesmmmmsriviarisiaamisimi i e - 112
Importancla da TAgONOMEINS .emsi————————" . 13
Razdes trigonométricas de um angulo agudo .. - 113
Tabelas de valores Naturals .. i ————————— . 114
Resolucho de tridngulos rectingulos .. - 117
FOrmulas RUndamMEMtRE . s o i s - 120
Resolucdo de problemas que envolvem tridngulos ... e Tl
Exercicios proposios . mmmsmssssssmss: 124
Unidades de medida de dngulos e arcos ... 126
Conversdo sistema sexagesimal/sisterma circular o 127
Razdes trigonomeétricas de n/6, md en/3 ... 129
Generalizacho da nocdo de arco e de angulo 13
8L TR {1 T Ty 7 ————— 133
Seno e co=send de um ANGUID e 134
Tangente de um dngulo a 136

Digitalizada com CamScanner



=
1
1
i
]
r
i
i
|

s BEFE 5 & S0 E II MEnTos.
. Representar um conjuntio por exiensdo e Npresnsan, airav
gfau intervalos @ na necta -;;ra-:ru.-uti:.
. Efectuar as operacoes de reunido, interseccao e diferenga de conjun

« Resolver problemas concretos da vida real, ag do as propriedar
juntos.
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Teoria de conjuntos

T k0
CONTEUDOS

B

Teoria de conjuntos

Revisdo sobre nogdes basicas L2

- Conjunto e elemento de um conjunto !

« Representacao de conjunto 'fi
| «Relagio de pertenca -‘J:

- Definicio de conjuntos por extensio e por Compreensao T{

. Conjunto vazio e conjunto singular =’ﬂ

Relagdes entre conjuntos _.'

» Subconjuntos. Relagdo de inclusdo (contem e esta contido) F

= lgualdade de conjuntos

« Conjunto universal

Operagdes com conjuntos

« Reunido de conjuntos

- Intersecclo de conjuntos

« Diferenga de conjuntos

» Complementar de conjunto

- Propriedades das operagoes de conjuntos
- Resolugio de problemas concretos da vida real
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Enumere os elementas dos se-
guintes conjuntos:

a) Conjunto dos ndmeros natu-
rais entre 8 e 12 {inclusive).

b} Conjunto de vogais do alfabeto.

€} Conjunte dos ndmeros pares
entre 0 e 18 leeclusivel,

d) Conjunto dos namerss primos
pares.

| &) Conjunto dos divisores de 18.
AF=ixe—1=0)
| glG=[xE N:2x = 15}

Nocoes de conjuntos

A teoria dos conjuntos é a teoria matemadtica que trata das proprieda-
des dos conjuntos. Iremos fazer uma introdugdo elementar 4 teoria dos
conjuntos, base para o desenvolvimento de temas futuros, como relagbes,
funges, andlise combinatdria, probabilidades, etc.

Conjunto

Conjunto & qualquer colecgdo ou agrupamento de numeros, pessoas,
objectos, cidades, etc.

==
m._. = —— el

1. 580 conjuntos:
a) Os ndmeros inteiros entre 1 e 100 inclusive.
b} As provincias de Mogambique.
. ) Os alunos da Turma.
| d) As figuras geométricas planas.
&) Os maltiplos de 5.

| 2. Podemos dizer com certeza que:
a) Um determinado aluno & um elemento do conjunto «dos alunos da |
. 10.2 Classe da Escola Secundaria Josina Machels.
| b) 2 é um elemento do conjunto «dos nimeros paress.
| ¢)dnao éum elemento do conjunto edos nimeros reaiss,

MNotagdo de conjuntos

Designamos o5 conjuntos por letras maidsculas: A, B, C P. O, ... X e os
elementos dos conjuntos por letras mindsculas: a, b, ¢, d, p, q. x.

Representacdo de conjuntos

Um conjunto pode ser representado de varias formas distintas:

= Extensao
« Compreensao
« Diagramas

Extensao

Meste caso, escrevemos os seus elementos entre chavetas, separados
por virgulas e sem repeticdo.

Compreensdo

Representa-se o conjunto através de uma propriedade caracteristica
dos seus elementos, como, A = [x: x tem a propriedade «} que se pode ler
@0 conjunto A é de todos os x tais que x tém a propriedade s,
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Teoria de mmuntus
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1. 0 conjunto dos nimeros pares, positivos menores que 12, em extensdo:
A=12,4,6,810]

2.0 conjunto dos nimeros pares, positives mencres que 50, em extensio:
B=1{24,68,10,12,..,48}

3. Para o conjunto, P = {2, 4, 6, 8, 10, 12} em compreensio temos:
P = {x: x & positivo par entre 1 e 13}

4. Para o conjunto A = {2, 4, 6, 8, 10}, em compreensao temos:
A=[uxé pau' 'pnﬁmm menor que 12}

R,

= == S !

Dado o conjunto P td-::-s ntimeros fraccionarios entre 0 e h cada ele-
mento de P deve ser um namero fracciondrio compreendido entre D e 1.

Para representar um elemento qualquer do conjunto P, usamos um

simbolo variavel que pode ser x. Esta varidvel pode ser substituida por
qualquer elemento do conjunto.

Assim, o conjunto pode ser anotado da sequinte maneira:
P=xe.0<x<1}

. O conjunto A de todos os ndmeros naturais menores que 1 000 &
representado por:

A= {x € N:x <1000}
O conjunto B de todos os miltiples de 5 é representado por:
B={rx=35nn€ N}

Diagramas de Venn

Na representacio por diagrama, tragamos uma linha fechada em
torno dos seus elementos associados a pontos.

« 0 diagrama abaixo representa o conjunto A das vogais.

+  Relagéo de pertenca

Dado A, o conjunto de todos os nimeros Inteiros positivos, a afirma-
cho «x & um elemento de A» ou «x pertence ao conjunto A» significa que x
um nimero qualquer inteiro, positive, e escrevemos simbolicamente:

T
onde o simbolo € significa «pertence a..».

d
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o que representamospor: | 3
- e

Sendo & a negagdo de .

Resolucdo

e

1

Escreva em notagdo simbdlica:
a) & um elemento de A,

b} A é subzonjunto de 8.

c} A contém B,

d} A ndo estd contido em B,

e] @ n&o & um elemento de 5.
f] A ndo contém 5.

[ e
|

k3
hoe=y e

Dados os conjuntos:

A=I01Ek

B=i0,2 3eC=1(0,1,2 3} Clas-
sifique como verdadeiro (V) ou
falso (F} cada uma das afirmagbes:

alACH
BI{112A
dACC
djgCC
el{0,2lEB

Exercicio resolvido

Considere o conjunto dos divisores de 12 e diga se os elementos 3 e 5 pertencem ao conjunto

Conjunto dos divisores de 12: A =11,2,3,4,6,12}, Assim,3EAe5EA

Relacao de inclusao
Diz-se que um conjunto A estd incluido num conjunto B qua ndo todo
o slemento que pertence ao conjunto A também pertence aoc conjunto B,
Im ér il i . —— -
ACB=[icxEA ==xEB}

Onde o simbolo C significa esta contido, € subconjunto.
Do mesmo modo podemos dizer que o conjunto B contém o conjunto
A, pois todos os elementos do conjunto A pertencem a0 conjunto B, isto é,

BOA={x:xEA =xEB]

Onde o simbolo 2 significa contém.

Se todos os elementos de um conjunto A qualquer pertencem a um
outro conjunto B, diz-se, entdo, que A & um subconjunto de B.

« Toedo o conjunto A € subcenjunto dele praprio, ou seja, AC A.
« O conjunte vazio, por convencao, é subconjunto de qualguer con-
junto, ou seja, & CA.

O simbolo ¢ significa que nao estd contido, Exprime a negacio da
inclusdo.

: Exercicio resolvido

Considere os conjuntos: A =1{1,3,5, 7.9, 11 8=(3.5. 7k C= (2,5, 71, '
diga que relagdo de inclusao existe entre os conjuntos A, Be C,

Resolugao
Qualquer elemento de 8 é elementode A entdo BC A, mas B D A.

Como2EC,2¢Ae 2@ Bentdotemosquee CE Ae CT B

Igualdade de conjuntos

- Diz-se que dois conjuntos A e B 530 iguals se, e s6 se todos os ele

mentos de A sio elementos de 8, e todos os elementos de B s3o elemen-
tosde A,

| A=B<ACBeBCA |
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Teuriu de conjuntos

Conjunto vazio

Cnr_ssiderernm © seguinte conjunto, P = [xE N:x < 8ex>12.

- Verificamos que o conjunto P ndo tem nenhum elemento. Nestas con-
digbes, o conjunto diz-se vazio e anota-se por:

| P=(louP=0 |
Conjunto singular

Um conjunto é singular quando tem um tinico elemento.

E Exemplos

1.0 conjunto V dos nimeros negativosem N éV = {}.

2. 0 conjunto solucio da equacaox — 1=0&5=[1}.
3. B = {Sol}

Cnmun‘ln universal
Chama-se conjunto universal a todo o conjunto que contém todos os
elementos duma colecgao. Denota-se usualmente pela letra LI

Conjuntes numeéricos fundamentais

Entendemos por conjunto numérico qualquer conjunto cujos ele-
mentos 5ao numeros. Existem infinitos conjuntos numeéricos, entre os
quais, os chamados conjuntos numéricos fundamentais, a saber:

« Conjunto dos nimeros naturais: W = 0,1,2,3,4,5,6, .. }

- Conjunto dos ndmeros intefros: £ = [, -4, -3, -2, -1,0,1,2.3, ... }

- Conjunto dos nimeros racionais: @ = cx = plgcompe £ g £

e q ¥+ 0} (o simbolo «= 1é-se «tal ques).
- Conjunto dos ndmeros reais: R = {x: x é racional ou x é irracional].

Cardinal de um conjunto

O cardinal de um conjunto & o numero de elementos de um conjunto.
Representa- se o cardinal pelos simbolos:

B T R S

niA) ou #A

1. Dados os conjuntos: ; |
A=11,213) B={=2-=1,012}
c={-3,-1.04] D=|-v3, V3 -1,0,1,2]

Temos:

ACIN CACE ACQ <ACR
«BCE «BCQ «BCR BN
CCQ «CCR CCN (T E
«DCR -DEZN D Z DT Q

l.SEA (2.4, ﬁ.ﬂ ‘Iﬂ 12,14, 16, 18, 20} entdo n(A) = #A=ll:|-

Ry A

W s cm—
B sl K e o —

O
S

Indique as alternativas comectas:

Se A e B tho dois conjuntos tais
quedCBeAF @

A Existe sempre x £ A tal que
XEB

B. Existe sempre um x £ B tal que
xEA

C.SarxrE BentioxE A

' D.Sex® Bentbox A

Fecorde-se que R

R

S,

NCZCQCR
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Quantos elementos tem a potén-

cla de um conjunto com 4 elemen.
tos?

_ﬁ

Represente, usando 5 notagdo da
intervalos, cada um dos sequintes
conjuntos definidos em:

Bl A = [x:5x -7 = 0}
b8 =[ex>—-1ex<3)
C={xl<ks5)
dif={xxc—2o0ux>2}

e

—- — - = "'"‘::nh
Conjunto de conjuntos

O conjunto P formado por todos os subconjuntos de A chama-se cop.
junto poténcia de A ou conjunto de conjuntos de A. O conjunto poténcia
de A representa-se por P(A).

A poténcia de um conjunto & igual a 27, isto &,

[ Pw=2

onde n é o ndmere dos elementos do conjunto dado.

5eA ={1,2, 3] entio a sua poténcia 6 P(4) = 22 =8,
O conjunto poténcia é P = {@, (1}, {2}, {3}, {1, 2}, (1, 31,42, 3}, {1, 2, 3}.

Intervalos numéricos

Dados dois nimeros reais o e b, chama-sa intervalo ao canjunto de
todos os nimeros reais compreendidos entre o e b, podendo inclusive
incluir a e &. Os nimeros a e b sio os limites do intervalo, sendo a diferen-
¢a b - a chamada amplitude do intervalo,

5e o intervalo incluir a e b, o intervalo é fechado e caso contrario, o
intervalo & dito aberto,

A tabela abaixo define os diversos tipos de intervalos,

f Tipos Rapresentacio Profundidade _?'
Intervalo fechado [abl=kERasxsbl |induioslimtesoeb
Intervalo aberto ba.bl = kER:0<x<b] |oxchilosimitesae b

| Intervalo fechade 4 esguerda | [ b= [EI'ER.'E".:;*E inclui o e exclui b
Intervalo fechado & direita labl=xERa<xzb) |exchigeinduib
atenvelo semifechado 3 esquerda) [o, +2[ = x€R:x>al | valores maiores o iguais 22
Intervalo semi-fechado & direital }-=, b] = (rER: x5 bj walores menores ou iquals a
Intervalo semi-aberto d direita | J-=, b{= (rER:x<b} | valores menores dogqueb

| Intervalo ‘_Hminah!rtn h.ﬂquerda Jo, 4 [ =[x a} valores malores do quea

Operagdes com conjuntos
Reuniao (U)

Dados os conjuntos A e B, define-se como reunido oy uniac dos con-

Juntos A'e B ao conjunto representads por A U B, formado por todos os ele-
mentos pertencentes a A ou B, ou seja,

| AUB= ﬁ:xéﬂnuie'ﬂl
A B

AUB
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Teoria de conjuntos
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Propriedades imediatas

CAUD=A
=AU B = B U A fareuniio de conjuntes & uma operaglio comutativa.)
« AU LI = LI (U & o conjunto universal)

Intersecgéio (N) 7

Dados os conjuntos A e B, define-se como intersecgio dos conjuntos - oo0s 0% Seguintes conjuntos:

A e B ao conjunto representado por A N B, formado por todos os elementos A = 11.3.5,7.51

pertencentes a A e B, simultaneamente, ou seja, B=(2 46,8
C=[12345
| ANB=ixxcAexchl | Determine:
vt et i
bBEUC

Propriedades imediatas

CTAN@=0
«AN B = BN A (aintersecgio & uma operacio comutativa)
« AN LU = Al é o conjunto universal)

Conjuntos disjuntos: dois ou mais conjuntos sdo disjuntos quando a
sua interseccao & um conjunto vazio.

-
C e D sao conjuntos disjuntos.

1. Considere os conjuntos A ={1,3,5,7,9,11,13,15,17} e
B=11,2,58191013,15%

AUE=1{1,2,357.891011,13,1517}
AnBE=11,591315}

— e e B Bos B mem mma s o —————

2. Dados os conjuntos na forma de intervalos A = [1,5]e 8 = [3, 7).
Ang=[35] ;
Graficamente teremos:

e

; : 7

3. Sejam o5 conjuntos V= {g, &/ o, u} e R = {1, 2, 3} entdo
VM A =0,osconjuntos A e B sdo disjuntos.
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Quadro-resumo das propriedades
Dados os conjuntos A, B e € sdo validas as seguinte propriedades;

i s —— e | AT e, | S PTE _'_'_."—F- m——
_ Reunidodecomjumtos |  Intersecclodeconjuntos )
AUB=RLA ANB=8NA
Propriedade comutativa, Propriedade comutativa.
AUBIUC=AUBUO AnENc=ANENCG |
Propriedade associativa, Propriedade associativa, :
AUG=A HNA=A i
0 conjunto vazio & elemento neutro, O conjunto universal & o elemento neutro,
Uua=U AN@=0
O conjunto universal & o elemento absor- | O conjunto vazio € o elementa absorvente.
vente. |I
AUEnNOg=@Aueniaug AN(BUQ=(ANBUNANGD .
Propriedade distributiva da reunido em | Propriedade distributiva da interseccao '
| relagio & intersecgio de conjunios. em relacdo & reunldo de conjuntos.
Diferenga

Dados os conjuntos A e B, define-se como diferenca entre A e B (nesta i
ordem) ao conjunto representade por A — B, formado por todos os ele-
mentos pertencentes a A, mas que nio pertencem a B, ou seja,

A-B=[cxEAAXEB

Propriedades imediatas

VA-@=A
0 —A=0
WA=A=0

*A—B+B— A + iadiferenca de conjuntos nic & uma operacio comutativa.)

Eeenpio.

Considere os conjuntos:
A=11,2,3,4,56,7,8}e B = {7,8,9, 10} Entdo,

A=B=11,234,5,6}
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Teoria de conjuntos

Complementar de um conjunto

O complementar do conjunto B contido no conjunto A é a diferenca
entre o5 conjuntos A e B, ou seja, é o conjunto de todos os elementos que

pertencem ao conjunto A e ndo pertencem ao conjunto B,
Simbologia: | BAouCBouA-8 |

e e e

Caso particular: dado um subconjunto A de um conjunto universal L,

Chama-se complementar de um conjunto A em LI e representa-se por A ou

O | A=(xx€A)

u

Propriedades imediatas
ANA=0

AUA=U

@=1U

=0

eD={cdel
Entdo, A
B=A-B=lef DO=A-D=labfy, BnD={

A=1{2 4, 6lentio, ANB = {2 4,6]
ANB=1{15lentio ANB ={2,3,4,6, 7

3.5¢jaoconjunto C = (ixE Rel <x <3}
C=13[entdoC =RIC=R = C =)= 1[U[3, +=]

M
i} 1 3

Cm 1=, 1[U[3, +oof

Graficamente:

- Aplicacdo da teoria de conjuntos

NOmero dos elementos da reuniao de

dois conjuntos

Como & do nosso conhecimento o nimero de elementos de um con-
junto é também conhecido como cardinal do conjunto.

Dados dois conjuntos disjuntos A e B, 0 nimero de elementos de A
ou B é dado por:

| nAUB) =#A+#B—#(ANB) |

R N e

1. Considere o conjunto A = {a, b, ¢, d, e, f} como universal e dois subconjuntos B = {a, b, ¢, d}

2.Dados os conjuntos LI = {1,2,3,4,5,6,7;; A=(1,3,57k B=(1,24,5,6}.

) T = . TR e T 6 R R P~

Fa]

Ripresente of compléementarés
dos conjuntos segquintes, defini-
dos em K

a) A = S5x—T7 20}
b= (xx>-Tex<3}
=[xt <x=<5)}
diD={cx<—2ex>3]

—
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1. Numa conferdéndia do MINLDH, 18 dos 50 professores ensinam Portugués, 7 ensinam Inglés e 3 I

enunam as duas inguas,

a! Quantos professores w0 ensinam Portugués!

b Quantos professores ensinam apenas Inglés?

¢! Quantos professores ndo ensinam nem Portugués, nem Inglés?

Resolugdo

N de profewsores. 50

Profeusores que ensinam Portuguds: 18
Professores que ensinam Inglis: 7
Professores que ensinam as duas linguas: 3
a) 1§

bi4

c) 28

2. Numa escola de 360 alunos, onde as unicas matérias dadas sho Matemdtica e Portuguds, 240 alu-
nos estudam Matematica e 180 alunos estudam Portugués. O numero de alunos que estudam

Matemadtica e Portuguibs &;
A 120 B. &0 .90 D. 18O E. Nenhum
Resolucho

Total dos alunos: 360

Alunos gue estudam Matemalica: 240

Alunos gue estudam Porlugues: T80

Alunosy gue estudam ambas as disciplinas: x

nlA U8 - BA+0E HANE |

FLENT .1
160 = 240 + 180 - x == 360 - 420  xesx = 420 - 360 - 6O |
Opscho B.

3. 35 estudantes estrangeiros vieram a Mogambique. 16 visitaram Niassa; 16 visitaram Pemba ¢ 11
visitaram Tete, Desses estudantes, 5 visitaram Niassa e Tete e, desses 5, 3 visitaram tambem

Femba.

2] O nimero de estudantes que visitaram Niassa ou Tete loi:

A 22 B.24 1 0.8 E.5
k) Determine of valoresde x y, 2 e w.

Resolucso = 2

Obieree 0 diagrama de Venn seguinte:

N = Niassa
P - Pemba
T = Tele

alnpiNUT =y+atliwr 243 (1)
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Teoria de conjuntos

e o e A === =]

|

—
o S

Analisando o diagrama, podemos escrever:

A+y+S5=l6ex+y=11.. SRR - (2)
X+wH+Z24+3=16ey+w+r=13 .. SR e [3)
t+tw+S=Nest+we=6... o e (4)

X+ytz+twHl+2+3=35extytz+w+i=30

Substituindo (2) e [4) em (1), vem:
NMNUT} =114+ 6+ 5= 22

bl +z+6=30ez=13
Substituindo o valor de 2 na equacgao (3), vern:

x+w+13=13 exx + w= 0, de onde se conclui que x = 0 e w = 0, jd que x e w 530 intelros
positivas ou nulos.

Substituindo o valor de x na equacio (1), vem:
D+y=1lesy=11

&

4. Num teste, uma questao de Literatura, caom cinco alternativas em que 56 uma € verdadeira, refe-
re-se a data de nascimento de um famoso escritor.

A resposta correcta é:

A. Século XIX

B. Século XX

C. Antes de 1860

D. Depois de 1830

E. Menhuma das anteriores

Resolugao -

Analisando teremos: I '
As alternativas A. e B.: ndo ha elementos para se concluir por uma delas, inicialmente.

A alternativa E. ndo pode ser verdadeira, pois implicaria - pelo enunciado - que o escritor nem |
teria nascido! Para visualizar veja o esquema.

! — -

= 1830 1860 o

L

A alternativa D. ndo pode ser verdadeira, pals Implicaria concluir-se pelos séculos XIX ou XX e,
pelo enunciado, 5o existe uma alternativa verdadeira, Por exclusao, a alternativa verdadeira s
pode sera C.

Opgdo: C.

e s S
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e

propostos

e e oot e 2

1. Indique quais os conjuntos definidos por:

aNuz- b)N U Z; ONUZ}
d) R\D e)R{NQ AR\E
9l Q5 U0}

2.5ejaR o conjunto universo e considere os conjuntos:
AE] =10, 01 E-:{EFS[
C=]=-25 D=[310f
Determine .
alANC bIENC cAND
diBUCIND el(AUuBNC

3.Dado U ={1,2,3.., 10}eos seguintes conjuntos:
A=11,3579 B={0,2,4,6) C=1{9,10}
Determine
aJANB bl AN B ANE
dAUBNAUCG eJALE@

4. Dados os conjuntos:
U=RA={xeR:-4sx<6leB={xcR:xz6)

Determine grifica e analiticamente os seguintes conjuntos:
a) AU B blANE ) AR

As questoes sao de escolha miltipla escolha a resposta correcta.

5. Considere as seguintes afirmages sobre o conjunto U = {0,1, 2,3, 4.5 6,7, 8 9

L@ Uen(l) =10
.@C Uen(ll) =10
H5sUefs}c U
IV.{0,1,2,5)N {5l =5

Pade-se dizer, entio, que & (sdo) verdadeirals):
A.Apenasll.elll.  B.Apenasl.elll.  C ApenasIv. D. Todas as afirmacdes

6. Numa pesquisa de opinido, foram obtidos estes dados:

- 40% dos entrevistados [éem o jornal A,

- 55% dos entrevistados léem o jornal B.

« 35% dos entrevistados léem o jornal C.

= 12% dos entrevistados léem os jornais A e B,

« 15% dos entrevistados léem os jornais A e C.

= 19% dos entrevistados léem os jornaisBe C

« 79% dos entrevistados |8em os trés jornais,

» 135 pessoas entrevistadas ndo léem nenhum dos trés jornais,

-

e

E.Apenasile V.

Considerando esses dados, é comrecto afirmar que o nGmero total de entrevistados foi:

A.1250 B.1.200 - C.1350 D.1 500

E. 1400
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Exercicios propostos [ A°
e . = an

7. Na figura estao representados trés conjuntos e as expressdes representam o nimero de elementos de
cada conjunto.

Sabendoque:#{(AUBUC) = 69entio i (AN BN O &

A.13 B.29 =5 D.11 E. 42

8. A parte colorida do diagrama abaixo corresponde a:

A o

AAUBUC 4. 4%
i
c

B.A-(BUQ
CA-BUBUE
D.A-AUQIUANBNG
E(BUCIUA

9. Para que os conjuntos A = {2, 4, 6} e B = {2, 4, k] sejam iguais, o valor de k é:
A.2 B.O C.4 D.3 E.6

10. 5e um conjunto A possui 1 024 subconjuntos, entao o cardinal de A & igual a:
A.5 B.6 C.7 D.9 E. 10

11. Apos um jantar, foram servidas as sobremesas X e ¥, Sabe-se que das 10 pessoas presentes, 5 comeram a
sobremesa X, 7 comeram a sobremesa ¥Ye 3 comeram as duas. Quantas nio comeram nenhuma?

Al B.2 C.3 D.4 E O

12.52 A = @ e B = {10}, entao:
AAEE BAUE=0 CA=8 DAMB=A E.BCA

13.5ejam A, B e C conjuntos finitos. O nimero de elementos de A M B é 30, o nimero de ele-
mentos de A 1 C é 20 e o ndmero de elementos de AN BN C € 15, Entdo o nimero de ele-
mentos de AN (BN C) é igual a:

A.35 B.15 C.50 D.45 E. 20
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-'é;@- ] Exercicios propostos
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14.5endo a e b nimeros reals qQuaisquer, os nimeros possiveis de elementos do conjunto
A={a, b, {a}, {b), {a, b} } sdo:

A.20u5 B.3ous C.lous D.2oub E.4ous

15.5%¢ A, Be AN Bsao conjuntos com 90, 50 e 30 elementos, respectivamente, entao o nimero de gle.
mentos do conjunto A U B &

A. 10 B.70 C.85 D.110 E.170
i
. 16.5¢ A e B sdo dois conjuntos nao vazios tals que:
AUB=1(1,2,3,4,56,7,8), A—B=1{1,3,6,7, B—A={4,8
entao o conjunto AN Bé o conjunto:
A. @ B.{1,4} C.{2,5) D. {6, 7, B} E.{1,3,4,6,7,8)

17.5¢A={2,3,5,6,7.8: B = {1.2,3,6,8leC = {1, 4,6, 8}, entio:
A A-BNC=[12) B.B-ANC={1} CUA-BNC=(1}] D.B-ANC={12

18. Dados os conjuntos
; A. ={xelN:=1<x< 4} B={xef0sx<?}
| O conjunto AN B &
A. [-1,0.1} B.{—1,0,1,2) C. {0, 1} D.{1,1,2) E.{-1,0,1,3,4}

19. Numa escola, 100 alunos praticam volel, 150 futebol, 20 as duas modalidades e 110 aluncs nio prati-
cam nenhuma modalidade. O nimero total dos alunas &:

A.230 B. 300 C. 340 D. 360

20. Num concurso para tradutores, foram entrevistados 979 candidatos, dos quais 527 falam a lingua
inglesa, 251 a lingua francesa e 321 ndo falam nenhuma das linguas. O nimero de candidatos que
A falam as linguas francesa e inglesa é:

| A.778 B. 120 C.558 D.131

21. Na Escola Secundaria da Manhica sdo lidos dols jornais A e B; exactamente 80% dos alunos léem o jor-
nal A e 60% o jornal B. Sabendo-se que todo o aluno é leitor de pelo menos um dos jornais, a percen-
tagemn dos alunos que léem ambos é;

A.48% B. 60% C. 40% D. 140% E. B0%

22. Um colégio ofereceu cursos de inglés e francés, devendo os alunos matricularem-se em pelo menos
um deles. Dos 45 alunos de uma classe, 13 resolveram estudar tante inglés quanto francés: em fran-
cés, matricularam-se 22 alunos. Os alunos que se matricularam em inglés sio:

A. 36 B, 40 C.32 D. 44

I g =

o= -
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 Exercicios propostos (ST

23, Os socios dos clubes A e B formam um total de 2 200 pessoas. Se A tem 1 600 e existem 600 que per-
tencem aos dols clubes, o nimero de sdcios do clube B &

A.1000 B.1200 C. 1400 D. 1600

24, Num almogo, foram servidos, entre outros pratos, frangos e leitdes, Sabendo-se que, das 94 pessoas
presentes, 56 comeram frango, 41 comeram leitio e 21 comeram dos dois, o nimero de pessoas que
nao comeram nem frango nem leitdo é:

A0 B. 12 C 15 D, 17 E. 18

25.Uma escola tem 20 professores, dos quais 10 ensinam Matematica, 9 ensinam Fisica, 7 Quimica e 4
ensinam Matemdtica e Fisica. Nenhum deles ensina Matematica e Quimica. Quantos professores ensi-
nam Quimica e Fisica e quantos ensinam somente Fisica?

A.3el. B. 2e5. C.2e3. D.5el E.
26. Represente num diagrama de Venn cada um dos conjuntos:

aJAnNENnc bJAUEBULC

c) A (AU B) diAn{guq)

27. Wilizando os simbolos M, U e\, caracterize os conjuntos coloridos:
a)

c)

28, Numa turma de 50 alunos, 30 estudam Emakhuwa e 25 Xichangana. Se 8 alunos estudam as duas lin-
guas, quantos alunos ndo estudam nem Emakhuwa nem Xichangana.
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O aluno deve ser capaz de:

» Diferenciar uma equagio paramétrica da ndo paramétrica

« Resolver uma equagdo quadritica paramétrica simples,

w,

com CamScanner




Equacoes quadraticas
paramétricas simples

Equactes quadraticas paramétricas simples
. Conceito de equagao paramétrica

- Equacdes quadrdticas paramétricas simples
- Resolugho de equagoes biquadradas
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UNIDADE 2

Reviséo da equagéio quadratica

Chama-se equacio quadratica a uma equacio do tipo ax' + b+ o=y
com a, b, c niimeros reais e a # 0. :
Numa equagio quadratica podem-se verificar os seguintes casos:

1.5e g = 0, temos uma equacao linear bx + ¢ = 0.

2.5e 0 # 0 e b= 0, tamos uma equagio quadratica incompleta do
tipo ax? + ¢ = 0, que se resolve da seguinte maneira: i
axt + = 0 ee xi=— —g—que tem solugdo em R sempre que - <0,

3.5ea # O ec = 0, temos uma equagdo quadratica inmmpletaldu tipa
ax? + bx = 0, cuja resolucio consiste em evidenciar a incognita x,

Asgsim, o + bx =0 xax+ b =0 x=0 y axr+b=0

1Tdxl— 16=C+¢-LF='I&-=:-J:'3=ITE¢&:=I Viesx=+2 S={-27}

2.x —dx=mQeexix—4)=0eex=0 x—4=0esx=0y x=4 5={04}

4. Equagdo quadritica completa ax® + bx + ¢ = 0 com a, b, ¢ nimeros
reaisea + 0.

1

Férmula resolvente
Resolve as sequintes equaches: dn Equ'ﬂgﬁﬂ quuﬂrﬁticu
ajxl—3x+2=0
B2 — 12 = 2 Para a equagdo quadratica ax® + bx + ¢ = 0, vem:

Wl g = b= VBT=dac
dl =54+ W-2=0 2a

» Binomio discriminante
A=b? - dac
- Raizes da equacio quadratica

'f=___b+1‘|"E' VX = _b-\lﬁ

2a . 24

(Coorrammn

Resolva a seguinte equagdo x* + 5x + 6 = 0 aplicando a férmula resolvente. |
a=1,b=5c=6entioA=b-dac=52-4-1-6=25-24=1

—b + b = dac —5%4A -5+ 1
] e bt =—=T" ay= —
2a — 2n % 2.1 s
=54+1 E"E“T
e X = 2 v 2 'ﬂﬂ'-?tﬂ—!'-..-'x=—3

e

e

e o ——
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Equagbes quadrdticas paramétricas simples

e L

Soma e produto das raizes
de uma equacao quadratica

» Soma das raizes

-b+ 8 . -b- | b
n+x= 2 + hﬁ“ | T ==
» Produto das raizes
Cilcubo auxiliar
Xy Ky = —b+4E =b-4§ (-b+ B} (-b- VB _ (=b+ VBN (~b - JE) _
’ 2a 20 4g 2!
— - Al
c - -
| o> =
1° %= 5 P (e g
Discussao das raizes Bt dec
de uma equagao quadratica P
Discriminante da equagae quadratica
Maior do que zero (1 - 0]
A equacdo terd duas raizes reais e diferentes (v, « x.), podendo consi-
derar-se 03 seguintes casos:
P — Froduto de ralzes
= Raizes do mesmo sinal
= Se ambas as raizes sao positivas temos P - 0eb + 0 BT AR (RTINS

- 5@ ambas as raizes 540 negativas temosP ~-0eS5- 0
« Raizes de sinais contrarios

- 5@ a raiz de maior valor absoluto ¢ positiva temos P - 0e 5 == 0.
- Se a raiz de maior valor absoluto ¢ negativa temos P - 0e 5= 0.
- Se as raizes sdo simétricas temos P - 0e5 0

« Umva &6 raiz nula

-Sex;=0ex;# OentdcP = 0
-Sex;=0ex;>0entdoP = 0ed >0
-Sex,=0ex;<OentdoP =0e5<0.

Discriminante da equagao quadratica
Igual a zero (A = 0)

A equacio admite duas raizes reais e iguais (x; = xy).
«P > 0eS> 0, raiz dupla positiva

-P > 0e5 < 0, raiz dupla negativa

« P = 0, raiz dupla nula

Discriminante da equagao quadratica
Negative (A < 0)
A equacio ndo admite raizes reais. As raizes sao chamadas imaginarias.
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Equacdes quadraticas paramétricas

Uma equagdo quadrética que para além da 'uaflével admite OUtrog
pardmetros & chamada equagdo quadratica paramétrica,

[Tasmron-ommapicReart |

Resolucéo de equacdes quadraticas

Considere a equagdo do segundo parameétricas

grau em x,

= Hm 4+ 2+ (4 m—N=h

Determine o valor de m de moda
que a3 equacio admita;

A) Duas raires reals e diferentes.

b) Duas raizes reais e iquais,
€) Duas ralzes reais,
d} Uma 54 raiz nula,

) Uma raiz nula e outra pesitiva.

f) Uma raiz nula e outra negativa,
gl Duas ralzes nulas,

3

Considere a equacio
Bl={(m=-)x+m=-Tm=0,
Determine o valor do pardmetro
real m de modo que & equacio
admita:

8) Duias ralzes de sinals contridos
sendo a megativa a de malor
valor absolute. )

b) Urma raiz dupla positiva,

1. Dada a equacgio x* + 5x + m = 0, Determine o valor de m de modg
que:

a) A equacdo admita duas ralzes reals e diferentes.

Condicdo: A =0

a=1 b=35
A=bl=dac=25-4m=>0
B—dm>=0e —dm> =25 4m<25e m< *2351
S=me ]—m; %[

c=im

b) O produto das raizes seja positive.

Condicdo:P >0
F=%= -"1?- >0==m=>=0
S=me]0; +of
) Uma das solugbes seja 3,
Condigao:x = 3
F+5:3+m=0<9+154+m=0em= —24

2. Dada a equagdo (m + 2)x* — 2mx + (m — 1) = 0. Determine o valor
de m de modo que a equagio admita:

a) Raizes reais,

Condicio: A =0

a=m+ 2 b=—2m
h=b1—#m:={—1m}1—-¢{rn+2}[m-‘|]=—4m+3
—dm+ B8z20e —dmz -B8ems2

S=mE]-wx;2]

c=m=1
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Equacdes quadrdticas paramétricas simples

E—— ey =

b) Urma 56 raiz nula.
Condicado:A=0AP=0 ca
m=<2 m<2 m<2 m<2 A=—-4+8
[£=u ﬁ[m—_l=uw[m-1=l}“[m=1 -4m+8>0
d LA s ol < 2
Sol.=m=1
¢} Raizes reais e inversas.
Condigdo:A=>0 AP =1
m=2
[m—1=1_m-c:2 ﬂm*‘:!
m+2 m=1=m+2 0=3

S = Condicio impossivel pois 0 # 3

3. Caleule o valor de m de modo que a equagiox® + (m—1)x+12=0
tenha urna raiz tripla da outra,

Condigdo: x, = 3x;

Sendo dada uma relacdo entre as raizes constitui-se um sistema
com a soma e o produto das raizes. Assim,

%, = 3, (1)

{x1 + 23 = —=[m—1) (2)

X+ Xy =12 (3)
Da primeira e segunda equagoes vem:
Iptn=-m=-1) =dn=—m-1) ex= 07 1

Substituindo a primeira equagao na terceira, ver:

= 12e i = 2en=4en=122

— —m +
Como x; = #—LHI = * Jentao —11-11-—1- =1

—m+1=*8e —m=-1=8eem==-7ym=9

Exerc:’cias resalvidos = x

1. Dada a equacio,
=2+ p=0pER
a) Determine o valor de p de modo que a equagdo tenha um e so um |
ZEM.
b) Resolvaa equagio para o valor de p encontrado.

Resolugao:

a) Para que a equacdo tenha um s6 zero, teremos que terA = 0.
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a=3 b=-2 o
A=b—d4ac=4-12p
logo,
d=12p=0 =» p=%
b)Sep =;—, teremos:
3 - 1x+;— =

=Oi-fx+1=0
S xS T
2(9) /
6+ 36— 36 "f

o ym = VIV =8 .

18
sy = /

—

o

5=+

¥
w |—- n-5|"-“

%

2. De‘termina o pardmetro real p de modo que x* — 3px + 4p + 7 =
seja nulo parax = 5.

Resolugho:
x*—3px+ 4p + 7 =0, parax= 5 vem:
51— 3p(5)+dp+ 7 =0 <s
5= 15p+4p+TmQes

s —11p=—32 e
32
11

{ T S

e p=
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Exercicios propostos f -e}%".
e I I,i_-l

1.Dada a equaco, x* — 3(k — 1)x + k? + 8k + 15 = 0 cujas rafzes sdo x; e x. Calcule o5 valores de k de
modo que: ’

H'|'.fi-2-4 —I
.:'.'1+.P."1 E

2. Aequagdo ax® — 4x = 16 = 0tem uma raiz cujo valor € 4, Nessas condigdes o valor do coeficiente g &
A =2 B.0 C.1 D.2

3. O valor de k para que a equagio —10x? — 5x + k = 0 tenha raizes iguais &

A—=2 B.— 3 o D

3 -3
3 ;] e T4
4, Na equagdo x’ + mx + 12 = 0, uma das raizes é 6, O valor de m é&:

A -3 B.—2 C.—8 0.3

5. Uma das raizes da equagdo 2x* + mx + n =06 1. Ovalorde m + n é:

A.—3 B.-2 C.0 D.2
6. Os valores de k para que a equagdo 3x* + dx + k — 6 = 0 tenha raizes reais diferentes sdo:
i B.ks -2 Chke 22 D.ks 22
3 3 3
7. Para que a equacio v3x? + kx + 3 = 0, tenha uma raiz (inica o valor de k deve ser:
A.243 B.3v2 C43 D.~3v3
8.Ma equacio 3x* — x — (k — 1) = 0, o produto das raizes & ng_ . Messas condicdes o valor de k é:
AS B3 c.7 p. 11
2 2 2 2
9. Na equagdo 3x* — 10x + 2k — 1 = 0, a soma das ralzes & igual a0 produto. Nessas condigbes o valor de k é:
ol B. 2 .13 p. 13
2 2 5 2

10. O valor do coeficiente k na equagio 10x* — kx —1 = 0 para que a soma das suas raizes seja igual

d I <
Al g, 12 15 D. 23
2 2 2 2
11. Na equagdo (k + 2lx* — 5x + 3 = 0, uma das raizes € igual ao inverso da outra. O valor de k é;
A, =2 B.-1 C.1 D. 2
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O aluno deve ser capaz de:

' « |[dentificar equagdes biquadradas.

. Resolver uma equacao biquadrada simples.
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CONTEUDOS

Equagoes biguadradas

« Conceito de equagao biquadrada
.« Equacao biquadrada dotipoax® 4 b 4 ¢ - 0

« Resolucio de equagoes biquadradas
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Equacéo biquadrada

5 incompleta do 42
Define-se equagio biquadrada como a equagac | aray
que apés efectuadas todas as redugdes possiveis coNtém apenas temos onde
a incognita tem expoente de grau par. Deste mndc}} a equacao biguadrad;

na forma geral &

e e

1 nx"+bx’+c=ﬂ,:uma,becEREﬂr‘q ﬂ

1. Equagdes biquadradas: —l
oxt =13 -36=0
it -8r=0
3t 4+ 27=0

2. Néo sdo equagdes biquadradas:
ox =137 + x5~ 36=10
o — B+ 27 =0
3+ 13x=0

Pois numa equacao biquadrada a variavel x 50 possui expoentes
pares.

Resolucéo de equacoes biquadradas

Ma resolucido de uma equacio biquadrada em K devemos substituir a
sua varidvel, transformando-a numa equacio do 2" grau,

Cuja sequéncia pratica a utilizar é a sequinte:

= Substituir x* por y* (ou qualquer outra incognita elevada ao quadra-
do) e x? por y.

» Resolver a equagdo ay® + by + ¢ = 0.

. I:l'_etErrninar a raiz quadrada de cada uma da raizes (y, e y,) da equa-
gdo ay® + by + ¢ = 0 e substituindo estes valores na equacio inicial .

x =y, e x® = y;, extraindo a raiz quadrada de cada membro teremos
quatro valores para x:

0=+ ouxy == ouxy =+, ousy ==
Essas duas relagdes indicam-nos que cada raiz positiva da equacao .

ay* + by + ¢ = 0 dd origem a duas raizes simétricas para a equacgao

biquadrada e a raiz negativa nao d4 origem a nenhuma raiz real para a
mesma.
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Equagdes biquadradas

“

z Exercicios resolvidos

1. Resolva a equagio x* — 81 =0,
Resolugdo
Fazendo a substituicio x* = y?e x¥ = y, teremos a equacio do 2.° grau;
P-Bl=0ep=8ley=tBley=9yy=-9
Voltando a equacdo inicial, teremaos:
=9y x=-9

Como sabemos, para x* = —9 ndo ha raizes reais, entio as solugdes da equagdo biquadrada serdo:

wl=9esx=+0 yx=—\Bex=43yx= -3
§={-3,3]

2.Resolva aequaciox®— 133 + 36 =0

Resolucdo
=132 +36=0< (P = 137+ 36=0.
fazendo a substituicdo »* = y e x! = y, vem:

i a=b—4dac
~ 13y +36=0 .
y =y a=1 b=-13 c=36
y=%*—"'ﬂﬁ = BES wy=ovy=4 A =169 — 144 = 25
i

Paray; =9=sx'=0eyx=43
Paray,=d4=sx’=4<sx=12
5=10-3-223}

Discussdo das raizes
de uma equacgao biquadrada

« A cada raiz positiva da equacao resolvente coresponderd um parde  Resolva as sequintes egquaghes
raizes simétricas da equacao biquadrada original. biquadradas:

« A cada raiz negativa da equagdo resolvente correspondera um par  ajx =g+ 16= 0
de raizes inexistentes na equagdo biquadrada original,

b}.l!" = E.:I:'J = G m ]
| E;:nnsideraggig sempre pasit;:r:: coeficiente da varidvel de grau 4, A= ATy i
analisemos a tabela resumo 5e .
o dif=6r+B8=0
e At = 13+ 1 =0
- s it pytesopse -+ 4=0
| <0 Duas raizes reais gl 28 — i = 1 =0
! bz0 Nenhuma raiz real hia® — 18 + 81 = 0
=0 o AzD Quatro ralzes reais B+ d+5=0
A<0 Menhuma ralz real
i b=0 Duas raizes reals
- e=0 bl Quatro raizes reais, com duas nulas
,_l__ b=0 Cluatro rafzes reais e nulas )
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El
Decompor num produte de facto-

res lineanes o polindmibo;
=134 36=0

.

Compor uma equacio biquadra-
tica que admite a3 raizes:

2l -1,5e =5
b —4.0e4

e

Formula resolvente da

Sem utilizarmos a equagao quadratica podemos estabelecer uma figr-

B

equagdo biquadrada

mula geral para a resolucio da equagao biguadrada.

Seja a equacdo geral ax* + bx! +
sera:

X

—

+ f%ﬁimmqhm o.bcEReaw0 |

¢ = 0, a férmula geral de resolugio

E Exercicio resolvido

| Resolvaa equacdo x* = Sxl + 4 =0,

Resolugao
a=1 b= -5 c=4 A=25—16=9
_b_'_uri i = —
x=e [ZBINR (52 | [5+3
| Y= 2a _"ill SR =t -
-ﬂ:-x=t\.l"3\._-'x'=:1p"l_mx=:2'ux=:l

5 A I:_'zr _.Irlllz}

Composicdo da equagéio biquadrada

Toda 2 equacio biquadrada de raizes reals x,, x, X3 B X4 pode ser com-

posta pela férmula:

ﬂ[.l"-a\"]}'[.I"I:}‘LI:'-.I'3]‘{I'—H‘]=U

B' Exercicio resolvido

| ]
Compaor a equagdo biquadrada Cujas raizes sdo:

allex7 b)*ae=xph

Resolugao

b) (x + a} (x — &) (x + b) (x — b) =
X' = (a4 b2 + g2 =

| L
e

A= O x =00 x+ 7){x = 7) = 0 2= 33 — 49) = 0 <o 3 — A2 =0

Oee (e —0?) (- P) =0 e

v
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Equagdes biquadradas
e e e e —

Propriedades das raizes
de uma equacao biquadrada

Consideremos a equagdo ax® + bx? + ¢ = 0, cujas ralzes 530 Xy, X3, X3
x4 eaequacaodo 2.2 grau ay? + by + ¢=0, cujas ralzes sio ¥iey.

De cada raiz da equacio do 2.° grau, obtemos duas ralzes simétricas
para a equacao biquadrada. Assim:

6 =+ly e xy ==,

X3 = 4y e X = =y
Do exposto, podemos estabelecer as sequintes propriedades:
P1: A soma das quatro raizes reais de uma equagio biquadrada é nula.
ntxtn+n=+ =W+ -h=0

Nt +x+x=0
P2: A soma dos quadrados de duas raizes ndo simétricas é igual a - -E .

Da equagao transformada vem y; + y, = -%

As raizes da equacdo biquadrada sdox = + <y
Entdox; =l v o= —Jhexs =i v ==y
flzﬂvflzfzzel"z:”ih-'.'-’z:xf

Substituindo y, e y; na igualdade y, + ;= — %,wm:
S S

P3: 0 produto dos quadrados de duas raizes nao simetricas & igual a{T :

ri £
Ay

Il
1 a

Determinag¢ao da equacdo
biquadrada conhecidas as raizes

Da equacdo ax* + byl + ¢ = 0, sendo a # 0 vem x* + % X+ :f; =0,

Mais,  HAd=-2e Z=—(lid)
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UNIDADE 3

Portanto,

£ = (@4 )2+ X2 =0

Fazendo

i
s=—(d+x) e P=xi"5

ternos:

e —

| é-sa+P=0 |

E Exercicios resolvidos i

1. Escreva a equagdo biquadrada que admite as raizes 1 e 4 &, em saqy;.

da, decomponha-a em factores lineares.
Resolucio

x$+x§_=!+1ﬁ-—1?ﬂ =17 ; P=XT'#'§ =1-16=1¢
Comoaequacioéx*- Sl + P= 0, entioa equacdo pedida é:
X172 +16=0

Fazendo a mudanca de varidvel.

xX=ylaxl=y vem

V= 1Ty+ 16=0 =

174K
e Y —T—-:- Jﬂ,l_—_-l:,rl._ﬁl._‘:zlﬁ
ey =1 E V225 17 + 15

=n=16 W Y=
Parﬂ.!'z=]ﬁ-¢=..x= +a
Paraxt = 4 < y= 4+

Como as raizes sig simétricag duasad

Uds teremos:
K= +16 = (x - T+ 1 (e~ 4) (x 4 4) =
Escreva a equacio biquadrada
que admite

Resolucio SRS
Facamosx, = 1 ¢ Xy= =2
X+
" 3.='|+q|=5=:.5=5 .p_xz |
Como a equa X TR =144

EqUacao é x4 5.:3+.F'==I:|,ent§ua. ;s
P M i €quacio Pedida &
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Exercicios. propostos

1. Resolva as equagdes biquadradas:
alx —16=0
bix*—xt=0

I 3t —-75=0
d)4x*—36x* =0
) —Bxl+ 16=0
fi 16x* = 402 — 9
gl —6xI+10=0
hix*—18x2 +B1=0
002+ 100 (2= 10) + 36 =0
Pl =3P+ (e + 1P =26
K- 2P0+ (22— 42 =4

=3 l+4
(1 o g
¥—5 xa45
m]x‘—-z——-—-—a

njatd=(g*=1)x+a'=0

ol — @+ P +a k=0
plctx — o - B —a? bt =0

2. Compor, em x e com o coeficiente de x* unitério, as equagdes biquadradas de ralzes:

a)i:5e =5
b2+ Blex=lhZ-1)

3. Simplifique a fracgao:
xt— 34xT + 225
xt—2x=-15

4, Escreva a equagio biquadrada que admite as ralzes —1e 1.
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|

e

F“

::E “Hﬁ
ii'iill,-f‘..'?;fiﬂ,ign

HHI 4B

Hillﬂlu H:

hm

ntar gralic e e

« Repres:

[ - - 1 T dir e = i 2 ;
s LElorminar CONUraCEoT , TS tla VLINE a0k VETHC RS da jacl

i [

tlaminio,

riacio da fungao (monatania) ¢ equagad do exo simoleia

ontido da concavidade do gratico da fungao quadritica

terminar os pontos de inlersecqao do grifico de uma funcio guadiratica co

nadas.

B 1 § M [ ‘,-_
« Dplerminar ds c aordenadas do
i analitica da fungao quadralica a partir do grifico

virtice e a equagao do eixe de simetria de uma
B LM g

« Determinar a express:

+ Besolver problemas praticos que envolvem lungdes quadriticas,
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Funcao quadratica

s FERAA ¢
ESTLCR T

dominio, 2eros da funca rlices da
do sinal da luncio, varagao da fun

equacao do eixo de simetr

«Funciodatipoy=mxi + b

«Casay = alx — plf

- Representacio grafica da funcao y = afy — p)*a part

ge y = axt

« Estudo completo da lungio y = afx — p)*
«Casoy=gfx=p)’+q

« Beprésentacao grafica dafungio y = g b ;
o ERtudo compleloda funcao ¥ = afe = pl 4+ g

s Casoy = ax‘ 4 by 4 ¢

= Hepresentacao grafica da funcio y ax? +bx +ca
partin da determinacao dos 2enos e do virtice

= Determinacao da expressdo analllica de uma funcio
quadratica a partir do grifico

» Resolucho de problemas priticos que envolvem fun

coes quadrdticas
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UNIDADE 4

B

! - e
s e e
e == = e

Nocdo de fungdo
Ma linguagem do dia-a-dia, o termo fungdo surge ligado a expressdes

como «depende de» ou avaria ems, conforme os exemplos seguintes o
demonstram:

- «0 preco da gasolina varia em fungdo do prego do barril de petré-
leo.s

- wA distdncia ideal de travagem num velculo motorizado varia em
funcao da sua velocidade.»

» 0 volume de uma bola depende do comprimento do raio.»

Em Matematica, a algumas destas relagdes entre grandezas (varidveis)
chamamos funcées, do latim functione.

= - - = re—— e amE &

Dados dols conjuntos A e B, chamamos funcio definida em A com valores em |
B a toda a comrespondéncia que associa a cada elemento de A um e um 56 ele-
mento de B, Isto &, a toda a correspondéncia univoca de A para 8.

Simbolicamente, e designando a correspondéncia por f, escrevernos:

fA=B
x . y=Ffx)

Ao conjunto A chamamos dominio de f e aos seus elementos chama-
mos originais ou objectos. A cada objecto x comesponde uma sé imagem y,
y¥ = flx) no conjunto de chegada B. Os eriginais correspondem aos valores
da varidvel independente, e as imagens aos valores da varidvel dependente.

Chamameos contradominio de f ao conjunto dos elementos de 8 que
sa0 imagem de algum elemento de A.

530 habituais as notagdes D, para o dominio de e D', ou COy, para o
contradominio de £,

Modos de definir uma fungio:

Por exemplo, a corespondéncia entre as tem peraturas numa localida-
de, registada de 5 em 5 horas ao longo de um dia, & uma fungao que pode
ser definida por:

»Um diagrama «Uma tabela «Um grifica
t ro
{horas) ("c) T(*C)y
— — .7 I
TN 10 T S P
— T e 1?.5I &&&&&& ' 1
L 13 ik f % 3
g i 175 T3 4 F 1
Tempo(hl Temperaturapc) | '3 o eyl
 x 5 6| 5 70 15 20 cfhom
— 1

« Umna expressio analitica
T= - 0,008 + 0212 - 0,55t + 10
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Fungao quadraticn

Fungao quadratica
Chama-se fungao quadratica a loda a fungio do tipo:
f:R-R
X y=ax+bx+ccoma b cER a0

Os gréficos destas fungbes sio paribolas,

Zeros e vertice
Observe a figura ao lado.
A entrada de um tdnel tem a forma aproximada de uma parbola.
Considerando o referencial o.n. como se indica na figura, podemos
considerar que a pardbola é caracterizada pela expressio:
mia) = - (a* - 60)

Qual a largura da estrada?

A largura da estrada corresponde a distdncia entre os seus zeros.

_l[al_ﬁg} =0esalog=6=0
2 =g=0ya=6 Lel da anulamento do prode-
o
Concluimos que a largura da estrada é de 6 metros. il

b PRS0 AR um O lasiores i

S0

Qual serd a altura maxima do tanel?

mfa)s
5

DI a
Como sabemos, o elxo de simetria contém o vértice da parabola, logo,
aequacdodoeixoéa =3,
Entéo, a abelssa do vértice é 3. Vamos calcular a sua ordenada; Sefa ful = I 6x = 1 ama fun-
a0 real ibe waridwel beal
mI!I i l:_{]: =6 X 3’ - l1l!." Al Ingbagiie o 2eron o lung o
lah Dhebisi rinine as |.|.'l|1ll.|l.‘|'|.."|.1J'| ido
A altura méxima & 4,5 metros, wlties.
Como a concavidade da pardbola estd voltada para balxo, o maximo € poe 4 equagio do el de
a ordenada do seu vértice cujas coordenadas sdo (3; 4,5). simetiia
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N —- B

coordenadas do vértice da pardbola, caley,

Podemos entdo calcular as d
as abcissas dos
fim, a ordenada desse ponto. S
Mas se a fungdo ndo tem zeros, serd que pode >ar um procesy,
semelhante?
Consideremos a funcao real de varidvel real definida por.
2 _ fiy=x2—4x+7
5¢ja a funglo real de varidyel real, Mum referencial (O, x, ¥ esbocemos o Elﬁm‘:ﬂ' desta fungdo:
gix) = 4x® 4 Sy + 3
a) Prove que 7 & o,
b} Utilizands & processo descrita
' o texte 20 lado, determing as
| coordenadas do virtic,
f €] Escreva a equacdo do sixg de
| simetria.
|
X
3 i _Cnrr:ru a concavidade estd voltada para cima, esta pardbola tem um
minimao. Ya
O grifico representa a altura em motAleularas oninades desme miniimio
fungdo do tempo alcangada por laual .
uma bola langada de baixo para JuUAIEMOs a expressao da funcao a um valor qualquer que pertenga ao
cima, e na vertical, com uma de- mn:adnmmiu, por exemplo, 7, que sendo um valor igual ao termo inde
terminada velocidade Inicial, pendente permite obter uma equagio mais simples de resolver:
X —4x+7 = —4x=
m;rr: X+ T =7y =09 xlx—4) =Qesx=0 y x=4

Existemn dols objectos cuja imagem é 7:0e 4,

Lego, o eixo de simetria passa pal '
abcissas destes valores, ay s, % = I;E' 03 pantos cuja abeissa é a média das

L

al LT
Calculando
a) Quanto tempo demarou a bola arespectiva ordenada, temgs:
a chegar a0 chia, depals de ter
sido langada? ﬂ1}=23-—4x 247=3

b} Quasl & altura mdkima atinglda
pela bola? Em que instante foi
atingida essa altura?

As coordenadas do vértice V sdo (2,3)

O eixo de simetria é a recta x = 5

¢} Escrava @ expressho analitica
que define a fungio apresen:

tada. Generalizando

d) Em cpues instantes a bola atinge

F)
a altura de 4,5 metros? ax +b#+c=:hm1

FOx=0esxiax+ b)=Des
=X=0 vx!"‘ﬁ'{ﬂ#ﬂ}
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Fungéo quadrdtica

B e e e ey

o
A abcissa do vértice é: _0 i
2 2a
A ordenada do vértice & | Bindmio discriminante
A=b - dac
b byt b b bi
g =) B = = e =
(~z)=( %) oz e g
=i—i+c-—b1"““"'.=_£
da 2a 4a da
PP et
As coordenadas do vérti —— -
ce V sdo [: Th 411}
O eixo de simetria é a recta x = —%.
Transformacoes
Fungdesdotipoy =ax?, a+ 0 ERERERE
o (1] L] g |
Consideremos ainda a fungdo y = 2, mas com dominio B: : S .
fiR-R 2 a ] 12
x_y=2x CHAPEERG
Observando o gréfico pode-se concluir gue: =4 1% | % 1
% Eu[na parﬁhu.!a_. 3 E_ 5 ol I
- O ponto inferior da curva é o vértice da pardbola de coordenadas (0,0) |8 | 36 | 72 | 108 |
(ponto do gréfico correspondente a mudanga do sentido de variacao
da funcio). e )
+ O minimo da funcdo é zero, h
« O contradominio da funcao é Rg. y=

« A fungdo é crescente no intervalo [0, +2[ e decrescente no intervalo i
1-2, 0. 2

-0 eixo das ordenadas, x = 0, é o eixo de simetria do grafico de .
« Objectos simétricos tém imagens iguas.

Verifiquemos que:

fl=x) = 2(=x)? = 2x* = fix)
loge, para todo o nimero real x,
fl—x) = fix)
« A funcdo nunca & negativa.
« A concavidade da pardbola esta voltada para cima. e

W
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UNIDADE 4

Representemos NUM referencial (O, x, ) vérias fungdes do tip,

}rnﬂ.[!,l:ﬂ-m il = R‘h{ﬂl

EENIED
-3 9. |45 | i3
=2 4 i 1.3
=1 1 e 033
| o | o o 0
| 1 1 0s | 033
: 1| 4 3 | 133
| AEREEL Ao observarmos os gréficos obtidos podemos conclulr que os gréficos
' das fungdes y = ax?, a # O
B 5. -Sdp paréhﬂllai :.uja saberturas & tanto ﬂ'laﬂiﬂr quantﬂ menaoar fﬂ-l' 0
o valor absoluto de a.
-Se a = 0, a concavidade estd voltada para cima.
X - Se a < 0, aconcavidade esta voltada para baixo.
= — 1
y=1x |r 1 a0 a<0 ,
1 [ i
y=3x | Deminia E | R
: Contradominio L | 5
7 Leros x=0 ! x=0
a<0 Sinal Positiva em RO} Negativa em RA\[0)
[ & i - CTE!'.:EHTEEEH E"‘ . Crescente em B~
| _FT”T“’“'H_ | Decrescente em R- Decrescente em R*
, r . Sasioc Minimo sbsoluts | Mximo absolute
i tada para cima |
T voitada para baixo
y= =ix
, Fungoes do tipoy = ax? + k
¥
ouy=alx—h)? a#0
0s graficas obtidos 3o simétri
cos dos grificos anteriones em Consideremos as funcies i
o i s ncoes reais de varidvel real definidas por:
] =342 ¢ gl =x2—3
F Vamos esbogar num referencial (0, x,y) os respectivos graficos:
& al [T e

Indique o intervalo em quesa fun-
| ¢ho real de wvaridvel real definida 3
I por fx) = Gxd @ croscente e o in-
tervalo om que & decrescente.

Digitalizada com CamScanner




Fungao quadrdatica

— — — — s

Podemos verificar que o grafico de f em comparagio com o grafico
de y = 3x? se deslocou segundo o eixo Oy, sendo o contradominio de f o
intervalo [2, +=1, e ndo tem zeros. -
0 gréfico de g deslocou-se também segundo o eixo Cy, em comparagdo
com o gréfico de y = »7, tendo como contradominio o intervalo [=3, +2[ & com
doiszerosx=V3oux= —-V3, :

Cretermine as valores reals de m
de modo que a fungio glx) = mx¥
sefa crescente no intervalo [—5, Of

Generalizando

Os gréficos das funcdes y = ax? + k sio pardbolas que se obtém de
um gréfico da pardbola y = ax? por uma translacio vertical segundo o vec- Observando os grificos das se-
tor (0, k). guintes funcées:

a) y==-x'+2

\\\// “ .
) /\ d y=-x-3
o

e e y=3x'+45
/ \ fl y=-12-130
RN e 5
9 y=-gx -5
O contradominio destas fungtes &: i S
das paribolas que as represantam
o[k, +=] se a=0 »]=00, k] se a<0 e 0 respectivo contradominio.

Representemos agora as fungdes reais de varidvel real definidas por:

hid = 30x = 2 e jix) = 0,50 + 1) : )’l
b \ |; Observando a figura:
i f
/</ \\ ¥ o
¥ 7
rh i o e
-1 0 2 X ;
2 o F a

Q grafico de h obtém-se deslocando cada objecto do grafico da fun-
¢80 y = 3x* duas unidades para a direita, e o grifico de j obtém-se deslo-
cando cada objecto do gréfico da fungo y = 0,55 uma unidade para a
esquerda.

Os zeros de h e j séo respectivamentex = 2 e x = =1, Estabeleca a comespondéncla en-
tre o3 grdficos dados ¢ cada uma
das sequintes fungies:

Os gréficos da fungdo y = alx — h)® sdo pardbolas que se obtém a o ¥ %"’ 2
partir de um grafico de y = ax? por translagde horizontal, sequndo o vec-

Generalizando

=yl 1
tor (h, 0) s
O contradominio destas funges é: gL bl
«[0, +=[se g >0 ! J-uw=,0lsea <0
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F

& - = = 2 + k
s Funcées do tipo y = alx — h)
' -~ ouy=ax?+bx+ca#0
Represente a partir do grifico @ as fungdes:
ungdo fix) = 7 as mgL::m:;u: Num referencial (O, X, ) representemos ng
¢es, indicando as coordenadas ] =3I+ 17 —13
:;vf:im._,amﬂhdnm i Jod = =3 — 42 +1 e mix) =3x+1)
2iria,
B gix) = - {x - ¥
9 3 -1 L
bl hix) = = 3ix + 2)2 \k_
| € lix) = a(: 4 1]’ N
2 : .
B L .
d)jlr) = - 2 (; + 1} |
M = S
&)lix) m(: 3} : |
O grafico da fungio y = alx — h)* + k € uma parabola de vértice Wik, i
As fungdes dotipo que se obtém a partir do gréfico de y = ax® por uma translacio associad
,":ﬂ:"l'!ﬂ"h: EDV'EEQDI' thpk},
podem escrever-se na forma
y=alk—h?+k
S
fazendo h o
k=¢ =" .
x
Exernplo: Se y = 261 + 3 + 1,
temos b = -% e k= -—-!'—.
- iy Esta apresenta as seguintes caracteristicas:
¥ 7{:4- G } 5 g 3EQ ris :a.s
a=0 a<0
| Dominio R X
: ] Vértice ; {h, k) ih, K
’ Concavidade Voltada pora cima | —
| Indique para cada uma das se- —— . _lﬂll&l;irru 'I..rn.ua.d.apanham___ﬂ
quintes fungies s coordenadas Contradominio Ik, 43 ol
daminlo ¢ a - — it
- M;:E;; ':u:: zz:a:r-trh. Monaotania Crescente: [h, +=[ Crescente: |—=. M
EXuag , . Diﬂ'w‘._m!nte:]—m, M Decrescente: [, +=1
aly = —20 1 f= © Extremos Xt Minima absolute mmamﬂf
by = +ix— 3 +3 SR _ emihK em h 0
1) -2  Ewodesimeuia e ——
.:LI,J'S{.I' 2} X e =g

) y
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: :" | Fung@o quadrdtica

Variacao de sinal

Para estudar o sinal da fungao quadritica, y = ax® + bx + ¢, coma # 0
basta conhecer 0s seus zeros (se existirem) e o sinal do coeficiente a.

Vejamos:

: Exercicio resolvido

Considere a fungdo real de varidvel real definida por fix) = x* — 3x + 2.
a) Qual o sentido da concavidade da pardbola representativa da fungio?
b) Como varia o sinal de 17

Resolugao 10
| 41 Estawahada para G P =R Ty Considere as sequintes funcdes
b) Calculemos os zeros da fungio: reais de varidvel real definidas pot:
I2*3H+2=U4?I=1Ux=2 gia) = —x% +6x
Mx) = 20 + 55— 7
| + "ll__ j,r * Recorrendo & cakculadora grafica

] = inclEquae em que inlenala:
\_/ alg ¢ pasitiva,

b} h & negativa,

A fungao é positivaem ]-=, 1[ U ]2, +=[ e é negativaem |1, 2[.

Estudar a variagdo de sinal da funcio &, portanto, determinar os 11
intervalos em que a fungdo € positiva ou € negativa.
Considers & familia de fungdes
reals de varidvel real
axl = = + I+, MER

G eralizandso, smos concluir que: a) Determinge para gue valoras de
I 5
N mrl<=0 Y*ER
[ [a>D a<0 Sea fungio : i
g0 tem 2 2enos Xy & X
. b) Param = -2, estud lagd
A fungio toma o sinal de a fora do intervalo i i b 2 ;;;ﬂr“u
m 2 4| I dios seus zeros e consequentemente toma : syt
i —] f = = | © sinal contririo a0 de @ no Intervalo dos | ) Qual o efaflo do pardmetro m
. . HEUS MO ; na grifice da familia das fun-
a=o a=0 Se o fungho tem 1 2eno dupio: ches consideradas?
A fungio toma o sinal de a para todos os
=0 XS0 vilores reals excepto o valor que anula a
& + *
Eellh S = = = | fungho.
=X,
a=>o a=<0 Sea 'LII‘h-I;-GﬂfH]tEﬂ'I?Hnt
A fungio toma o sinal de g,
L
#* 4 + | - /‘\ =
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UNIDADE 4

Expresséio analitica de uma fungao qugq,
dratica a partir do grafico

Podemos determinar a expressao analitica de uma fungio Auadritic,
conhecendo as coordenadas de alguns pontos.

Exemplos

1. Na figura ao lado temos um gréfico de

Determine as

€as m:m:hf;pﬁm;mm uma fungio do 2.7 grau, Determine a res-
pectiva expressao analitica.

Resolugio

As coordenadas do vértice: V{—1; 2). Orde-
nada na origem (0; - 3].

Trata-se de uma fungio quadritica, portanto a expressao que enuncia a
&) 4 lei da formagio é a sequinte:

I"lLt]=ux*+bx+¢=a{:r-=p]‘+q=-'a{x—x.]w—xﬂ

Observande s dados podemos concluir que a expressao que nos pode
ajudar é a seguinte: flx) = alx — pi + q porque

P=x,=—leg=y, =2

Entdoy = alx — (= )P + 22y = glx 4 17+ 2

Considerando a outra coordenada 0; —3), para x = 0 vem y= =3
e2ntao:

3=00+ 1P +2e -3 =g+ 2esg=—5

Logo,

FE=S e 2o e <SG B ) Ty iyl 10x — 3
Portanto a expressao analitica da fungdo quadratica &

fix) = <5l — 108 — 3,

2. Determine a expressdo analitica do grafico a¥
ao lado.

. ﬂ“ﬂﬂx|=_lﬂxl=3fEﬂpmtﬂl2;'-3}, i
e = Resolugio \ /
Determine a expressio analitica .
I\

duma paribola, cuja curva Meste casa vamos utilizar

passa peicponto fix) = alx = x))ix - x) porque é-nos dado os
A~ 3-00e pelovértice W1:3. zeros. .
Entdo: flx) = alx + 1)(x — 3,

Com o ponto (2; —3) determinamos o coeficiente a,

=3=n(2 4+ M2 -3 es-3= —~Jgesa=1

Logo: fix) = 10 + 1lx — 3) <= fix) =xl—2-3
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Fungéo quadratica

b 134

3. Determine a expressao analitica da funcio cujo grifico se apresenta;

Encontre & expressdo analitics da
pardbola que passa pelos pantas
P24}, Qf-3;4) e R{-1; 0).

A fungho quadratica f & definida
} pelo gréfico sequinte,

-1 X |

Resolucio

Dados: o vértice V (-2, 0) e panto (0, 2).
Trata-se de uma funcdo quadrdtica da familia y = alx - p)? porque
oy,=0ousejag=0.
Entdo:y = alx + 2
ALA
PV I

0 ponto (0, 2) pertence & paribola e substituindo os valores de x e y
na expressao anterior obtemos a equacio:

1=a{ﬂ+2}1='.rﬂ=v:-!~

a) Transcreva para a sua folha o
graflco dado e represente, o

1
Logo:y = Ef# o 2 ; grifico de gix} = x + 3.
| bl Para qua valores de x, gix} < 0F
. : ¢l Indique o contrademinio de 1,
ﬂuj'='—[.#‘]+4?¢+4lﬁ}”"—ﬂ'lﬂ'"2 d} Resobva: gl) =M,
. 2 el Determine a expressho analiti-
cadefl

. : | I Estude a manotonia de f
Portanto a expressao analitica da funcio ey 2 x4 x4+ 2 i e

e e

]

Sabe-oe que & custo, em meticals,
pasa produric g unidades de certo
produto ¢ dado por

€ = g% - S0q + 3000,
Dietenmine:

a) & guantidade minima de uni-
dades produzidas. i

b} O valor minimg do cusio
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-ﬁa- Exercicios propostos

- r‘
1. Considere o gréfico ao lado que representa a fungio f \
Z

F

Entio, esta fungio pode ser definida por:
ﬁ..l"{x]:{;.r_“:.q.% Blm}=%x1—3x+2 3
3
CA = —(x— 12+~ fly=x—-2x+=2 :
2 D. tx] 2 3 0 1 _ﬁ_

2.5ejaflx) = 2x2 + Sx + 3uma funcio real de varidvel real. Podemos afirmar que:

A. Fé crescente no intervalo [—2, e[, B. [ é decresceénte no intervalo [=1, +o,

11
C. fédecrescente nuint&nram] s %] ; D. fé crescente No intervalo [— rk +ur{,

3. EE uma funcdo real de varidvel real, f, quadratica sabe-se quetx = —1ex= 5 sd0 os zeros da fungdy ,
6)=7.

Entdo, pode afirmar-ce qui;

A. O contradominio da funcio é ] —on, — %[ B. O eixoda simetriaéx = 0.

C. A fungao fé estritamente decrescente em |—=, —1[. D. As coordenadas do vértice sdo (2, -g)

4. Considere os gréficos das fungdes f e g, respectivamente:

¥
I
L

d

T TT R

[\

A -IE L é L ¥ <1 4@ 1 2 3 4 ¥
-2 A
-4t -2 f

Sabendo que flx) = x* + 2 entdo o gréfico de g é uma representacdo da fungio fdefinida por;
A.g{x]={3_3}=+l E.g{ﬂ“-[ﬂ—!]?-l-l E_g{x]:x}_l_a D1g[x:|=_xi+3

5. Considere as seguintes afirmagdes:
. Se o coeficiente do termo de grau 2 de uma funcio quadrética for positivo, a funcao nao tem zems
II. Se o binémio discriminante (A = b® — 4ac) for positivo, a funcio quadratica tem 2 zeros.
lll. Uma fungdo quadratica tem sempre um extremo absoluta,

IV. Se o coeficiente do termo de grau 2 de uma fungao quadratica fo ) . o
dessa fungio também é negativo. r negativo, o termo independ

As afirmacdes verdadeiras sao:
n- Il a2 "f'. B'I |+E rﬂr c. “. @ “l. D. IL : 1‘;

6. Considere a fungao, real de varidvel real, definida por afx) = (¢ — 3y2
cio dada, se obtém o gréfico de: ;

E}Hﬂ=ﬂ{x+l}-2 h}m}=m_4]+5

Descreva como, partindo da fu
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Exercicios propostos

7.0s gréficos ao lado foram obtidos a partir do gréfico de y = x. Escreva a
expressao analitica das fungbes representadas,

8. 5eja a fungdo real de varidvel real definida por flx) = x? — Bx + 1.
a) Determine os zeros da funcio.

b) Para que valores de x a funcio é positiva?
¢) Escrevay = fix) na formay = alx — h)* + k, coma, h, k ER.
d) Indique o contrademinio da funcdo e a equagdo do respectivo eixo de simetria.

9. Qual a drea méaxima de um espelho rectangular para cuja meldura o marceneiro s6 pode utilizar trés
metros de friso?

10. Pretende construir-se uma casa num terreno com a forma repre- - 37
sentada na figura ao lado.
Atendendo aos dados indicados e sabendo que a base da casa é

rectangular, determine as dimensdes da casa de modo que a area &
seja maxima.

20 m

11.0s Aeroportos de Mocambique instalaram um repuxo em frente das suas instalagdes em Maputo. A

dqua parece descrever uma trajectdria com a forma de uma pardbola. A Mariana resolve investigar e
recalhe os seguintes dados:

+ A altura mdxima atingida pela agua & de 4 metros.
- A distincia alcancada na horizontal pela dgua é, aproximadamente, de 2 metros,

a) Ajude a Mariana a determinar a expressao que define a funcio traduzida pela trajectdria da agua.
b} Defina uma funcio que traduza as situagbes seguintes:

b.1) A Agua alcanca a mesma distancia na horizontal mas atinge o dobro da altura,
b.2) A dgua atinge a mesma altura (4 metros) mas alcanga na horizontal o triplo da distdncia, ou
seja, &6 metros.
12. Considere a fungio real de varidvel real definida por fix) = 2x* = 3x + 1.

a) Determine o5 zeros da fungdo e as coordenadas do vértice da parabola que a representa.
b) Indique o contradominio.
¢} Esboce o grafico.

13. Considere a equagdox® — 10x + 16 =10.
a) Resolva-aemR.

b) Prove que x, + X; = 10X - X; = 16, em que x; e x; 530 as solugdes da equagdo.
¢) Generalizando para a equaglo ax? + bx + ¢ = 0(a # 0) e usando as solugbes
_ —b+\bi-dac _ _ —b-Vb-dac
2a 2a
prove que a equagao € equivalenteax? — Sx+ P=0,emque5=x; +x;eP=x - X;.

; ex; (se b — dac = 0)

W
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O aluno deve ser capar de:

fes gquadraticas,

-
k|

« Identificar inequa

fica e analiticamente uma ineﬂuaqég quadritica

grd

= Resolver

« Resolver problemas praticos conducentes a uma 'rHE'i::ua-:;ag quadrati
; . ica,

-
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Inequagdes quadraticas

-

r
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P~

7
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7.y
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CONTEUDOS

Inequagbes quadraticas

« Breuisho da resolucio dé Inegquagoes ineares: analitica

gr-wl:l*_-'h‘it a

« Concelto de inequagt gqudddratica

s Hpsolucdo rJr,allr A el LT IneEuacak guadiratica

» Resolugho analitica de Uma Inequagao quadritica

« Resolucio de problemas conducenteés a uma Inequagio
quadratica

Digitalizada com CamScanner



Reviséio sobre
inequacoes lineares

ar as inequagbes lineares, ou SEjfr do 1.0
lugdo e apresentacdo das sqlu-;neﬁ, Tray
#grau na varidvel x a toda inequacig Ques,
= 0, ax + b{ﬁ,ﬂ#ﬁ-baﬂﬂum-{_hzu

Neste topico vamaos rev
discutindo a sua forma de reso
Chama-se ineguagao do 1
reduz a uma das formas ax + b
com g, bntmeros reaise a # 0.

1
L

Resalva as sequintes inequagses
€ apresant 1 . = i

de intervalos.
Ax+1=x+8 d o
o 1.° grau
bi2—=3x=x+ 14 g
2x+3)=31-n Resolver uma inequagio do 1.° grau & encontrar todos os nﬂnﬂm

301 =2 <2+ 1)+ x-7  reaisx que satisfacam a desigualdade.

x 1
til?— ?uﬂ]-c:%n - g :
Exercicio resolvido

Nx+3>=x=-1 | Determine todos o5 nimeras inteiros positivos que satisfazem a inequacig
gler4 3< 3418 Ix+5=<17. y
h) x - % X==3
Resalucio
- | -
- 1_32_ s x+5< 1T Escrever a inpguacio ariginal
f o= 3K+ 5= 5< 17 = 5+ Adicionara ambos os membras da inequachs — 5.
1 { oo Gy 12 s Devidir pelo mesmo ndmero 3 que é o coeficlente de
n=5 5—1-'-* fdx = 1) | L LA Solugdo
:
| '
i | :
|2 O conjunto de valores que satisfazem a condicio é5 = [1.2.3

Consldere a inequagdo:

R Propriedades da inequacéo do 1.° grauv
2 3

al Resolva a inequagdo ¢ repre- 50 ou multipl A
sente a solugho na farma de EI'I'ESmu T plicar e dividir
intervalos de nimeros reais. r. y

>erd possivel usar estes fecurso

b} Indica 0 menor ndmero natural Vamos ;
que & solugio da inequagdo. analisar os seguintes ¢

* &M inequagdes do 1. grau?
d505;

1.5>3
5+2>34 e 7ng pan o valor2
2.5>13 0 A desigualdade continua a ser verdadeira.

Subtrair 4 ambos termas |
. .
deﬂgualdide continua verdadeira,

-
i
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Inequacgdes quadraticas
P————— e e T ———— gy

Podemos concluir que de acordo com as propriedades das equacBes

do 1.2 grau, somar ou subtrair um mesmao valor positivo aos membros da
desigualidade o resultado nao se altera.

3.5>3 Multiplicar pelo valor positivo 2.
5X (+2)> 3 X (+2) <> 10> 6 A desigualdade continua a ser verdadelra,

4.5>2 Multiplicar pelo valor (—2).
5¥ (=2 > 2X (=2) = = 10> — 4 A desigualdade encontrada & falsa.

Para que a desigualdade seja verdadeira temos que inverter o sinal de
desigualdade: —10 < — 4,

[ e S

Desta forma quando multiplicamos ambaos os termos da desigualda-
de por um numero negativo, invertemos o sinal de desigualdade.

B Exercicios resolvidos
||

Resolva as inequagies seguintes: |
a-3x+9=0 bj2 —4dx=x+17 c) 3 {2x = 1)=d{x = 2)=3

&

Hemlu-;’;iﬂ Indica o maior ndmero intefro
que satisfaz a condigdo.

a) —3x+909=0

i 1=x_ H6=x

3 12

St
e — Jx=—9 4

ex3x=0 Multiplicar ambaos os membros

par (= 1], inverte-se o sinal de desigualidade.
e x=3

Solucdo:x £]-=, 3]

bj2-dx=x+17
—ly—x< 17 =2 <5 —5:-.‘515#55."—3—15#1'-_-!555 o= —3
Solugao: x € [—3, + =
J3x—-1)—-4(x—2)=3
x— 1) —d4x— =3 -3-dx+E8=3 e
esbr—dx—3+8=31e+5=3ecx=3-5
Mz =—2exz=—1

Solucho:x € [—1, + =
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Resolva em R as seguintes ine-
Quaghes:

alx® —Sx+86=0
b) -2 = 10x-8>0
xl+2x+9<p
dix? +6x+9=>=0
BT+ Ix—xlag

' e

Considere a fungho quadritica fe
a funclo afim g definidas pelos
seguintes graficos:

Determine, recosrrends a Interva-
los, o conjunto solugio de cada
uma das sequintes condigdes:

a) flx)-glx) < 0
b Fix) = glxj < 0

F L
Inequacéo quadratica
Uma inequagdo diz-se quadratica ou do segundo grau se é 4 -

¢F+m+c}u,aﬁ+m+c;ﬂ.aﬁ+hr+cf-iﬂﬂuux=+m+mq
coma# 0ea, b cER.

Resolucéio de inequagées quadraticgg

Para resolver uma inequagio quadratica, considera-se a funcio qus.
dratica fix) = ax® + bx + ¢ e faz-se o estudo do sinal desta fungso,
' Recordamos que a fungio s6 muda de sinal quando o x passa pejy,

raizes.

Resolugto grafica

Tendo em conta o que sabemos da variagdo de sinal da fungio quadss.
tica, vamos resolver, em R, a seguinte inequacdo do 2.2 grau:

+3x=4=0
Calculo auxiliar:

Reduzir a equacdo a forma canénica, determinar os zeros e o sinal dg
coeficiente do termo quadritico:

ﬂxj=ﬂﬁk‘:'+3.t—4=nﬁ“=_31\“§—4{15i—'4i -3%5

ﬁI=—4VH=‘I 2 2

Nos pontos (-4 , Q) e (1
abcissas.

Como o termo quadrético é posi _—
paribola esta voltada para cima, positiva significa que a concavidade d2

Em sequida fazemos a representacio grafica

Q) o gréfico da funcio intersecta o elxo das

\ 1/

1—4

-|-|-_ﬁ

Observando o grafico conclyi.
caof(x) = 0éxE]—e, -4un, ':":n:[E Que o conjunto selucio da inequ¥
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Inequagdes quadrdticas

— — g —— e — T Ty e T
S = = 1 =—ma e - ——— & o — - pm—

1. Resolva a inequagdo: x? + 3x + 2 < 0,

Resolugao

Sejafi) =2+ I+ 2=(x+2ix+1)

Como a = 1, por 550, positivo (a > 0) a parabola tem a
concavidade voltada para cima.

A funcao tem como zeros os valores x = —loux = —2.
Solucdo:xs] -2, =1[

2.Resolva: =3x* +5x+ 2= 0
Resolugao

Sejafi) = -3+ S+ 2=(-—1x-2
Como a = —3, por Isso, negative (@ < 0] a pardbola tem a +

concavidade voltada para baixo. - JE- - B

+
+

it
I
a

Os zeros da fungao sao; — -:15- el

Solugao: x € |-, — | U 2, +=I

. Resolva a Inequagdo:

Resolugao I
1.2 transforma-se a inequacdo na forma ax® + bx + ¢ > 0.
Assim,

%4.5}%4.4:1{19—:“3{:}3: + M-+ 40

Aequaciodx® — 3x+ 4 =0temcomoA=19— 64 ==

<+ A < 0 entdo ndo tem raizes reais. + + 4
Como @ = 4, por Isso, positivo (@ > 0) a fum;ﬁ-n tem a

concavidade voltada para cima.

Solucio:xER & J

i —
-
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4. Resolva, em R, a inequacioa? + 3x = 242 — 1.
Resolugio
x:'l'?.j'Elh':—] hx‘—231+3x+t£ﬂ s —]‘1+3K+I =0

Calculo auxiliar:

P il
—.?l.'l-l-ih'-l"i:ljﬁnx:——__stfﬁ#yu3___-:Illl_3- .-/ \__-
i 2
e —
| Solugio= ]_m‘iﬂ] U[s +‘l|.='ﬁ. H:[
2 2

5. Da janela de uma casa, atira-se uma bola para a rua.
A bola demora 0,4 5 a chegar ao chio.
A distincia do objecto (em metros) em relacio a posicdo inicial em cada
instante {em sequndos) é dada pela expressio:

] hity =10t + 4,912

a) Ao fim de quanto tempo a bola se encontra a uma distancia da janela
igual a dois metros?

b] De que altura é largada a bola?

c) A partir de que momento a bola se encontra a uma distancia superior a
trés metros da janela?

Resolucdo
ARN =210t +492 =2 492 + 1 =2=0 <=
o b =222 v I=0,18
Ao fim de aproximadamente 0,18 segundos a bola encontra-se a dois metros da janela.
b) h(04) = 10 X 04 + 4,9 x 0,47 = 4,784

A bola € largada, aproximadamente, a 4.8 metros do chao,

Qi) >3« 100+ 492 >3 4912 + 100 ~ 3> D es

<> € [0,2655; 0.4]
A bola encontra-se a uma distdncia superior 3 _
| segundos. . 3 Metros a partir de aproximadamente 0,27
Célcule auxiliar: \ [ | '

Ul

| 4900+ 10t~ 3= 0o t= 23063 y tm02655 \\/

Digitalizada com CamScanner




Inequacdes quadraticas

- — e

e T g e Ol e

6.Numa partida de ténis, a certa altura a bola bate no
campo do jogador A a 8 m da rede. A rede tem 1 m
de altura. A bola atinge a altura méxima de 3 m a

uma distdncia da rede de 2 m, ainda no lado do joga-
dor A

a) Qual a expressio que define a trajectdria da bala?
b) Serd que a bola ultrapassa a rede ou bate nela?

¢} A que distancia da rede a bola atinge uma altura
superior a 2 mi

Resolucio

Comecemos por desenhar um esquema relativo a situacio dada;

a) V2, 3) e A8, 0)

y=alx—2)? + 3 e substituindo x e y pelas coordenadas do 0 SR R .
ponto A, temos: FERE EEE Y

ﬂﬂﬂfE “2}2'1!'3':# -3 =3ﬁ|]-::-ﬂ'=—i¢;-u= —%
| 11—2 {x = 2) + 3, por exemplo, porque o referencial pode ter a origem noutro ponto que
ndo seja o meio do campo.
5% el ¥ g .
b) Observando o gréfico e verificando que fl0) = - E[u - +3=- EM] +3= 5 2,67,

podemos concluir que a bola quando esta por cima da rede encontra-se a uma altura aproxi-
mada de 2,67 m do chio. Como a rede tem 1 m de altura, a bola passa por cima.

.;]—lgx—131+3:=1-=-—-I—"-2-{x1—4x+4h+'i:-{r
12
oyl —dx+4—-12<0wx—4x-B<0<«xE12-23,2+ 23]

A bola atinge uma altura superior a 2 m quando se encontra entre 1,46 m da rede, no campo
do jogador B, e até 546 m da rede, no campo do jogador A

Célculo auxiliar:
=4 =B=0ex=22Vleax=2x219

\ ~ /

2- M E]
(==1,46) (=5.46)
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7.Um rectangulo tem de medida de perimetro 20 metros.
a) Exprima a drea A do rectangulo em fungéo do comprimento X
b) Entre que valores pode variar x7
<) Represente graficamente a fungdo A.
d) Para que valores de x a drea A é maxima?

de um dos seus lados.

Resolucio

a) Designemos por y a medida do outra lado do rectangulo. Assim,
P=20%2x+2y=20eex+y=10ey=10-x
A=xyes A=x(10—x) o= A= 10x— x?

b) Os valores de x tém de estar compreendidos entre 0 e 10, pois se uma das dimensdes for 0 oy
10 nao existe qualquer rectingulo.

d) Observando o grafico verificamos gue o maximo da funcdo coincgi St
: ncide co
das (5, 25), donde se conclui que a drea é méaxima Quandox = 5 BRI

? —— — = L S E——

Resolucgtio analiticq

A resolugio analitica

s | de uma i : .
[ - B : do sinal do produto de factares. Nequacao do 2.2 grau consiste na andlisé
Determine o dominio de cada uma
das seguintes fungdes reals de Se a funglio fiy hm———r o ——
vacidvel rouk 5 * cadmite raizes x, e x, entéo
’ +
a0 = VX7 £ 2% Pt = atx )i~ )

b) glx) = Vx? - 5x+6
S it
c) hix) = 5.+ V' + 3x -4

dyit) =3 VTx=x7+30

npmdumtx-xﬂh-x;l}ﬂseemmentew

i =x) <0Ax-yx)<g
]"l.u" [b—'--"-'p" >0 (x
s - x5) = 0]
4:-;;[ Eid:::uﬂ% ﬁﬂ&:;lx;}-: Ose e somente se: 2
2200 v [ix ~ x) > OA (x = x3) < 0]
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Inequagdes quadraticas

T T T

r_—_ﬂzmﬂr-"-"'—-—"—"'- e o 3

0 produto (x — x;){x — x3) = 0 se e somente se:

el =x) =0 (x — x5) = 0]y lix — ) > 0 A [ — xa) = 0]
W

x=x)=0A K- <Oy —x)<0AK=—x)=0]

0 produte (x — x){x — X3) = 0 se e somente se:

i =x) =0A K= X) = 0w llx =) > 04 [k — x3) = 0]
v

=) = 0A M —x) <0y [lx—x) < 0Nk —x,) = 0]

Exercicio resolvido

7]

Resalva graficamente 3 inequagao:
-+ 3x+1=0

il

Considere o seguinte trapézio
istsceles

1
a) Mostre que a dréa do trapdzio €

Resolva analiticamente a inequagdox’ — Sx + 4 <0,

Resolugao
o =1=>=0

R—Sx+d=(x= k=4 <0 l“’ = l’
x—=4<0

x—4=10
[x -1<0 [x < 1
12 -
K¥=4>10 ¥4 K :
Ainterseccio das duas condigbes resulta nox € .

x=1>0 x>1

I_D L
x—4<0 < 4
Ainterseccdo das duas condigdes resulta emx € 11, 4[.
32 Reunindo a solugio do 1.2 com a solugdo do 2.7 isto &,

@un, =014

entio a solugdo da inequagao
=5+ a<0 & x€]1,4

A andlise do produto pode ser feita também com a ajuda de um quadro:

B=Sx+a=x—Nx—4<0

" s I R S )

x—1 - 0 + + "

x—4 - =5 = 0 +
Rk &

L{r—i}{r--ﬂ + 1 ” \ + )

Solucio: x €11, 4|

d.adap-:m:ll:.!}'=ﬂx+‘§-

b) Entre que valores pode vasdar a
ahliura do trapézio de modo que
a drea sesa inferlor a 120 m??

O Tlago langou da janela do seu
andar um saco para o seu amigo
| que se encontrava & entrada do
| prédio. A distincia ag solo, em
metros, do saco em queda ¢ dada
- por:
| di= = £ =20+ 11, rem sequn-
s 3

a) A foana encontra-4e & janefa do
mesmo prédio que se situa a
quatro metros do sola, Em que
insfante a Joana abserva o 5300
A cale?

by A que altura s& encontra a
janela do Tiago?

¢i Ao fim de gquanto tempo @
saco chega ao chio?
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-- | Exercicios propostos
k3 e = -'—‘:3_-:\

— e —

1. Resolva as seguintes inequagdes pelo método gréfico:
a)xl—qx =g b)x*=8Bx+12=0
) xt+ Tx < —12 f)x— 1) (x+ 2) <x(4—x)

cleI.—jx—*lE"ﬂ' d]ﬂ'l+x-.2=u

<. Resolva analiticamente as sequintes inequagdes:
a) x4+ x+2=0 b+ 1s =x2+4x+ 2

3. Sabendo que o lucro mensal duma fabrica de canetas € expresso Pﬂ'r-’ = —x1 -:j 140x + 1 875 ;
representa o niimero de canetas vendidas em centenas. Determine 0 NUMEro de Canetas que deye,
ser vendidas para que o lucro esteja entre 1 000 MT e 2 400 MT.

4. Determine m de modo que a fungao quadritica
fix) = x2 = 2(m + 2)x + 2(m? + 2m — 2}
tenha raizes de sinais contrarios.

5.5 A=[xER:x’~3x+ 2=0}eB = xER:»* — 4x + 3 = 0}. Determine AN B.

6. Observe o grifico ao lado e diga qual das seguintes afirmagdes & verdadeira:
Axi—2x—8<5 para —2-<x<5
B.x?=—2x—8>x+2 para —2<x<5
Cxl=—2x—B>x+2 para x<=2vx>5

Dixl—2x—8=x+2 para —2=x=5

7. Considere a fungao real de variavel real definida por f{x) = 2x% — 3x + 1.

i Resolva analiticamente, em R, as sequintes inequacdes:
a)fix) <1 h}f-[x]z%

8. Um calorifero projectado para trabalhar com uma diferenca de potencial de 220 V ¢onsome uma potéer
cla de 1 000 W,

Sabe-se pela Lei de Joule que;
P=RPRoyp=12
R
onde P é a poténcia (em watts), R a resisténcia (em ohms), | 5 hiterii —
de potencial (em volts). ade (em amperes) e Uadi

a) Calcule a resisténcia do fio do calorifero quando ests em funcionamento

b) Supondo que a resisténcia do fio é constante e |

: gual a 30 0), determi |
que a poténcia seja superior a 1 500 W, sabendo ') determine a diferenca de potendi! P

que os valores 56 podem variar entre 1170, 240{

EEy .
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Exercicios propostos

9,Num grande prémio de Férmula 1, um espectador encon-
tra-se num local em que consegue visualizar um determinado
trogo do percurso. A determinada altura, vé um carro. A dis-
tancia, em metros, deste ao espectador, a partir do instante
em que o espectador vé o camo, é dada por;

dif) = 152 — 90t + 155 com t em segundos

a) A que distancia se encontra o carro do espectador quando
este ové pela primeira vez?

b) Ao fim de quanto tempo se atinge a menor distincia

entre o carro e o espectador? Qual o valor dessa distan-
cia?

¢) Sabendo que ao fim de 8 segundos o carro desaparece do campo de visio do espectador, existiu
algum instante em que este seja visivel a mais de 300 metros?

10. Dada a fungdo quadratica fix) = 2x* — x — 3, determine:
a) Os zeros da fungao.
b) As coordenadas do vértice,
¢) A ordenada na origem.
d) A representagdo grdfica da fungao.
e) Os valores de x para os quais fix) = 0.

11. Uma pedra € langada do solo verticalmente para cima. Ao fim de [ sequndos, atinge a altura h dada por:
hit) = a0t - 5¢°

a) Calcule a posigdo da pedra no instante t = 2 sequndos.
b) Calcule o instante em que a pedra passa pela posigas 75 m durante a subida.

¢} Determine a altura maxima que a pedra atinge.

12. Sabe-se que o custo C para produzir x unidades de certo produto € dado por:
Clx) = x* — B0x + 3000
Messas condigbes, calcule:

a) A quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo.

b) O valor minimo do custo.
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OBJECTIVOS
-
0 aluno deve ser capaz de:
« ldentificar uma funcao exponencial,
« Representar graficamente uma funcio exponencia,

. Determinar: dominio, contradominio, zerps da fu e
i o g LT 3 , Yariacs i . e e
cdo (monotonia) € ordenada na origem. 18530 do sinal da funcao, variacdo da fuet

. Identificar a assimptota horizontal.

-ﬁ
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¥ Fungao exponencial
« Nocdo do conceito de fungao expone ncial
. Representacio do grifico da fungao exponencial y = @'
ajCasoa > 1 bjCaso0<a<1

- Estudo da funcdo exponencial do tipo ¥ = ﬂ_*: dominio,
contradominio, zeras da fungdo, variagio do sinal c!a fun-
¢ao, variacdo da fungdo (monotonial, assimptata horizontal

e ordenada na ongem.
} + Representacio grafica das funcdes:
1 ;.r=a'”e;.u=a':-bapaﬂifd””“‘?aﬂr' a

L

» Estudo das funges:
y=oLy=a*bey=a*'"+d

dominio, contradominio, zeros da fungao, variacao do sinal
da funcdo, variagao da funcao {monotonia), assimptota
harizontal e ordenada na origem.
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UNIDADE ¢

-
Introdugao
u alé agora repartiv-<e
ma funclo diz-se algébrica 0 estudo de fungdes que desenvolvemos % por.

: quando pode ser definida inlo, objectos, Imagens, represe
coma soma, produte, quo- - Definicao, dominio, contradominio, fita.
':lm;:'lll:l:“““' ou ralz de ¢io grifica e zeros.

i mio. Uma fungio es lineares e quady
nau a_‘gih":i dl'-'l'lﬂ‘ tlll'l.'l-- Destm.“ 2m Pa[th:lﬂlﬂr 8] EE'.'HdD da!t fl.ll'li: 'atkh
cendente,
FTTT N
LT 1IN
1 | o
. - Lt
Seja b, fin) a funcio GUE Expri- 1
me o numero de habitantesde | | | | | _‘,./ ] I S N L POV T
uma cera cidade &m fl.|r|.-|; a0 do B e N ; E adrdtica
nimero t de anos contadas a Fungoes lineares nsReRay :
partir de 1 de Janeiro de 2000
Explique o significado das ex- i 3 bricas:
pressties saguintes, no contexto Vamos agora estudar dl...lai farnilias de fungbes 1':35 ﬂl%:é ' -Ifamﬁa._ tz
da situacio: funcBes exponenciais na unidade 6 e a das fungoes logantmicas na unidads],
a} fig) As funcdes exponencial e logaritmica desempenham um papel funds
b) #i50) mental na modelacio de problemas nas Matematicas Aplicadas e tambén
) f{-10) na Econemia, no Comércio e em areas do campo social.
d . 530 usadas nas finangas para calcular o valor de um investimento, em
3 fi100] - 2 fio) : : 2 ST
Demografia para prever a dimensdo de uma populagdo, nas Cidncias da
Salide para estudar a propagagao de epidemias, na Arqueologia para datar
' achados pré-histdricos e em varios dominios da Fisica e da Quimica.
] L L]
Poténcias de expoente racional
2 « Poténcias de expoente natural:
Sefa x ., glx) & fungio que repre a"=axaxax..x a YnEN VYaER

SErita O NAME o o s snas gue jb
viram um certo andndio, £ dias
depols de ele surgie, pela primed ;
ra vez, na televisio. ldentifique o » Poténcias de expoente nulo e de expoente inteiro negativo:
significado de: Dy g ]

| R
s B —_ lﬂ — r
algid) = 12 % W* an [ﬂ) neEN, YacRE\[0]

k'
n factores

hlgf_;ﬂ.‘:'lﬂl'i?il-ﬁ?
cigix + 11 =129

« Poténcias de expoente fracciondrio:

a*=Va" Yaek' YmeZVYneEN

[ .
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Fungé@o exponencial

; _

142 Escreva na forma de poténcia de
"(? =33 expoente natural:
a)3-!

2 (3= 1) 1) -1 o (3)”

_ 4
3,_1{; =5 =51

4
= i Escreva na forma de radical:
Poténcias de expoente real. .
- a) 32
Propriedades ,
b 24
De um modo geral, podemos afirmar que: o [3_] 3
3,
. a, comreR, representa um numero real desde que a > 0.
5
M a'e R*
Por i:-utm lado, como a > 0, também se tem a’ > 0, ou seja, ek e
Yacs R /WVWrER. base natural
As propriedades operatérias das poténcias de expoente racional B
mantém-se para as poténcias de expoente real: a) i _E
i y=2
I } ! EN
B} g 0
| Dadosa, bER*e x, ¥y ER tem-se: ! Va
: a aI x ﬂj’ — al’ *¥ i
(g X b)* = a* X b* :
{ i
| ¥ aﬂ
a i
| . [—) = Dadas &, b € K, qual das expres-
| b i Lhes seglbntes ndo & equivalente
| +(@9" = a¥ a3*%
i A3
B.}" + ¥
c.o7
1
D. - 3-8
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UNIDADE 6

7 —
*=30=1

) . -'I'-I'_—_3":":3
?hendﬂqlﬂ?=1.qualﬂvﬂur 1.157 += 5" X -;7 FHETE}'}:3
(o
a) 521 2.8 = ghi'= g2 = 64
-'D:IS-:'? 3 2|i+1+ zﬁ::'{iiﬂ-ﬁi 52
cl5'? *
i valor de
d) 57 4, Sendo 2* = 3 podemos determinar @
@51 et 22 4% 27 @ 2%
]l —wx2=3X2=0
2'3’\]:[2!;3:33;2?
2 p= =27 =3"=9
Sabend 3450 = & ealeul 1 1 i
v:hrf';;flue 6, calcule o E;E{E‘]’=3"='I.-'
A | =Z3
b} 3% 4 8
g3 g e+l =X P_Px 2 =HB-2)=2X6
d]]_"l " ¥ Ju
AT L o 3+3
| 8.3 3._'1'3 3 ¥
5 T4 =30 4+ 3 (300 3= 334 1)
1 124
: Escreva as expressies seguinies B2 — ) pr el 51"'r=51‘{25— E]]TTJ{ S =
na farma de produto, = 124 % Ga-1
a) 5+~ ! -5 _
h](l;r .-
2 c ¢
PP Funcdo exponencial de base a
dygs + 21 Explicado que estd o conceito de g* para qualquer valor de x €R |

com @ > 0, estamos em condigdes de apresentar a defin icd0 sequinte:

- Chama-se funcio exponencial de base g {constante) e E:pﬂenu.l

© Nota: | varidvel x 3 fungio de dominio R definida i |
| H4 autores que admitem | |
| g =1 como base da fungdo | % Fix) = g* |

exponencial. £ um €as0 | candy g um nimer .
‘ : pouco Interesse ji que ndmero real positivo e diferente de 11,
resulta numa fungao cons- ;
Na seguinte sintese vam fur
tante. : 05 enunciar 1 5 |
, © gbes exponenciais com a base maior que 1 T PO

Chama-se fungio exponencial de base a=1 émrres-pnndé”d‘. | |
FR—R

X<wal com a )1, +2

D 4

I —— R ——
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Fungio expenencial

A representacao grifica & idéntica 4 sequinte:

=
d S Sar—
Complete a seguinte tabela & uti-
lize-a para fazer, em papel mill-
y=g* métrico, uma representagdo
a=1 gréfica da fungdo flx) = 2%
? x -_ll.'l'-' ﬂtj-‘
: 3 23 = 0,125
— -2
0 P e
1]
1
2
L]
Propriedades :
|
= ¥ v s o~
A funcao exponencial de base a > 1 tem, entre outras, as seguintes *
propriedades:
» 0 dominio € R e a fungao € continua no seu dominio. . MO contradominio de uma |
-0 contradominio éR* = 0, +a[\. | | ko o Conpi ceIvg
gens dos elementos do |
. A'FHI‘H;EED nio tem zeros, dominlo; & o conjunbo das |
e ordenadas dos pontos do |
- A funcéo é estritamente crescente em todo o seu dominio. grifico da funciio.
| - O gréfico intersecta o eixo das ordenadas no ponto de ordenada 1. @ A observagio do gréfico de |
r . uma fungie da Ffamilia |
- O gréfico tem sempre a concavidade virada para cima e passa nos | fix) = a*, cbtido na calcula- |
pontos (0, 1) e (1, a)'?, dora ou computador, pode |
{ Enganar pols parece que o
- O crescimento é tanto mais répido guanto maior for o valor de a. | g;agﬂcu toca no eixo Ox. O I
| gréfico ndo Intersecta o &

O,

O facto de a funcio exponencial de base maior que 1 crescer muito %0 gréfico ;?1;{‘] = a* passa
M 2 L] Pﬁllﬁ porque
rapidamente justifica a utilizagdo, na linguagem corrente, da expressao | o0 L T

rapido.

A exponencial de base maior que 1 cresce mais depressa do que qual-
quer poténcia do seu expoente.

= P S

- —
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UNIDADE 6

Estudo das prupriedudes analiticgg

e graficas
Fun;ﬁesdatipnf:xub-a"[a > 1,b # 0)

Comecemos por astudar, por exemplo, a fu ngo definida por

Ex. .3

Graficamente, temos:
¥

Irllnl'J' - 3"

Temos que:

ipf=R

I = Sinal e zeros
3*= 0, ¥ x £R: a funco f é positiva em R, logo, ndo tem 2eM0s.

# Variacdo

Pela observagdo do grifico, temos:

' Lﬁiﬁu x il ﬂ |

=<xy=e 3030 W x,x0 ER

A fungio é estritamente crescente em R.

« Com a ajuda da calculadora, podemos conjecturar que EESENL o |
valores de x suficlentemente grandes, obtemaos como imagens
tdo grandes quanto se gueira.
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Func@o exponencial

+ Se escolhermos para x valores negativos, com valor absoluto muito

grande, podemos agora conjecturar que obtemos valores de 3 ti0 | pr————

préximos de zero quanto se quelra, A curva aproxima-se cada vez B
mais do eixo Ox,

«Df=R*

Todas as fungdes exponenciais de base a > 1 apresentam caracteristi-
cas andlogas as da fungdo definida por flx) = 37,

Observemnos algumas representacdes grificas:

hix) = 5

)= = 5" )= 2=

R T TR 0 1 ) 3 4 5 X

Quanto malor é a base da exponencial, mais rdpido é o seu crescimento.
Para qualquer fungio exponencial de base a superiora 1:

«D=R

D'=R"

» Ndo tem zeros.

» E positivaem K.

« E estritamente crescente,
ef(1) = a.

Transformacoes do grafico
de uma funcéo exponencial

Relaclone o grafico da fungao definida por fix)= 3* com os grificos
das seguintes funbes reals de varldvel real

1x
g =32 ho) = 3 1 =243 J) =30 M) = 3
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UNIDADE 6

Vejamos:

Representemas as fungbes fe g:

n Como 3 varidvel independente se ¥
T ——  adicionou -2, o grafico da fungdo g
obtém-se a partir do grafico de f deslo-
eande este, na direcgio horizontal,

Fle!'?r.iunn 0 grifico da funclo
definida por fix) = 2* com [

arificos das sequintes funese: duas unidades para a direita, corres- |
reais de varidvel reak pondendo a uma translagio segundo © X
) 1 vector (2, 0).
hix) = 2643
i) = e g
jlt) =1 4 27 Em relagdo ao grafico da fungao b,
Apresente as suas conclusses nem  © FCIOCINID & andlogo, deslocando-se
pequeno relatérie, na direcgio horizontal mas uma unidade
para a esquerda.

Ao relacionarmos o grafico de j
com o grafico de f, constatamos que
aquele se obtém a partir do de fadicio-
nando duas unidades & varidvel
dependente, ou seja, desloca-se o gra-
fico duas unidades para cima.

Graficamente, corresponde a des-
locar o grifico de f na direccdo
vertical duas unidades para cima, defi-
nindo-se assim uma translacio associa-
da ao vector (0, 2).

O grafico da fungo | obtém-se a
partir do grifico de aplicando a este

E ma simetria relativamente a0 eixo
X

s T
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Fungao exponencial
_———— — — — — —— ———

Multiplicou-se a variavel independente por um factor entre zero e um,
pelo que o grifico de fungdo | corresponde a uma expansio segundo ©
factor % = 3, na direcgaoc do elxo O,

7 £

R

Ern guantos pontos $é iNVersec-
tam os grificos de:

Referéncia as funcgoes exponenciais =2 ¢t -
coma base entre 0 el b) fix) = 2 e gix) = x*7

As fungbes exponenciais f(x) = o, com 0 < a < 1, também surgem
com muita frequéncia na modelagdo de fendmenos em vérios dominios.

Os gréfices destas fungdes sdo todos do mesmo tipo e, portanto, idénticos
a0 gréfico da funcio rix) = [%} .

13

Investigue as caracteristicas da
familia de fungies exponenciais
definidas poe:

y=ag"com 0<ag-=<1

Apresente as suas conclusoes
num pequeno relatosio.

As fungbes exponenciais de base a com 0 < a < 1 tém, entre outras, 14
as seguintes propriedades.

Esbace os grificos seguintes:
1 1
——— l}J':{T]ll

+530 fungdes estritamente decrescentes em R: é o chamado decresci-

mento exponencial por ser muito rapida. g [%T
« Tém contradominio R* &, portanta, ndo tém zeros.
- Tém gréficos que ndo intersectam o eixo das abcissas.
« Os gréficos passam no ponto (0, 1).

15

Chetermine os Denos, caso existam,
die

Embora seja Gtil reconhecer algumas caracteristicas das exponenciais a) fix) = 3’1.—;3 Sy

com base entre 0 e 1, 0 seu estudo exaustivo nao faz parte do programa Blgid = "3
em vigor ja que se f{x) = a* é uma exponencial com a base entre 0 e 1, ¢ i) = 30— o

. 1\
Entau; & malor do que 1 e tem-se a* = [;] . . dirl)=1-7*
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UNIDADE 6

- 1

14

a) Congidere a equagio:
412w

Substitul 3" por y e verifica
que obténs uma equagio do 2.°
graw, Usa-a para resolveres a
equacio dada,

b} Verifigue s¢ 03 equagdes se-
guintes também o equivalen-
tes a equagdes do 2.7 grau e
resola-as:
h_”gl i 3l+..'
B2 23 e 3w 2

4=

17

Uma cooperativa recolbe a pro-
dugio excedentdria de batata de
uma cerfa regido agricola.

Estudos efectuados permitem
concluir que & procura, P, em
toneladas, & o prego, p, em meti-
cais, da venda por tonelada para
uma fabrica de puré de batata,
estio de acordo com o seguinte

modelo:
p=10%.p~"

Num certo ano, 8 cooperativa
vendeu cada quilograma de
batata a 12 centaves. Qual fal,
em toneladas, a procura nesse
ano? Apresente o resultado ame:
dondado a5 unidades.

— ¢ - gl
Funcoes do tipo f(x) = ¢ @
Aplicagao

1. Crescimento e:pnnam:lnl - bactérias .,
u lacio de bactérias aumenta 50 % em cada dia, Se .
da cnﬁa;::f#aﬂa 1 milhdo de bactérias, quantas havera ao fim d‘”dm

Resolugao (milhdes de bactérias)
i 1 + 'u|5 = 1'5
1 dia
:g:mgzld:ﬁ 15 +05%X15= 1501 +40.5) = 15
Aafim de 3 dias 1,52+ 05X 159 = 15201 + 05)=
Ao firn de t dias 1,5¢

Vemos que o numero de milhdes de bactérias, ao ﬁ":'. de t dias, é dagg
por uma poténcia de expoente variavel (exponencial): 1,5%

J4 sabemos que esta poténcia tem significado para qualquer valos ey
de t. Podemos supor que a massa de bactérias (biomassa) cresce de fomg
continua com o tempo segundo esta lei. No inicio da contagem é t =g,
antes desse instante pode considerar-se < 0.

A funcdo exponencial:
iR —=R*
Ry P

exprime, em milhdes, o nomero de bactérias existentes ao fim de ¢ dias.

Trata-se de uma exponencial de base maior do que 1, sendo, portania
uma funcio crescente - o nimero de bactérias nio para de aumentar com
o decorrer do tempe. No contexto da situacdo, significa que o nimero de
bactérias ultrapassa qualquer valor, por maior que ele seja.

Vamos obter algumas imagens, recorrendo 4 calculadora ou ndoe
esbogar o grafico da funcao f

T e
B |5t Fir}# milhGes de bactérias
-5 [ 013 v I
-3 [ 030
-25 | 036 2
-1 | 057 :
o 1 -
05 | 1.22 9 '
11 1,50 Ml=15 - '
G ET) [ 4 :
2 | 225 I
25 [278| OB , l
3 [ 338 -
5 .59 1
| 6,5 113,95 1 '
_5 _3 -'l .]
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Fung@o exponencial
e e e T bt s

A observacio do grifico confirma os aspectos que |4 sallentdmos e
evidencia que a fungio cresce lentamente para valores negativos de t e |
cresce «vertiginosamentes para valores de t positivos (repare como o cres- 1]
cimento & acentuado para t > 5). Uima colénia de protazirios cres

Ao fim de 9,5 dias teriamos cerca de 47 milhdes de bactérias! A pagina soibloiidcbinlid e

i hega cefla contagem dew 2 000 prote-
deste livra mal ¢ va para marcar essa imagem, mesmo tendo tomado ©  posnias, quantes havers dols dias

milhdo para unidade: o crescimento da exponencial & rapidissimo. depols?

Imdbque una fungdo gue Sinva de
madelo a este orescimento.

Uma planta infestanie alastra na
superfiche die wm lage. & drea oober-
ta aumenta 2% por dia, Certo dia
mediu-se ¢ era ja de 500 m®. Cual
iiard & drea 10 dias depois? E § diag

2. Crescimento exponencial - coelhos depois?

Fugiram oito coelhos de um barco atracado em Kori, uma pequena
ilha onde ndo havia coelhos nem predadores. Tendo bom clima e muito ali-
mento, reproduziram-se exponencialmente e, passado algum tempo,
davam tal prejuizo a agricultura, que o governador mandou fazer a conta-
gem de guantos coelhos havia para estudar as medidas a adoptar,

Contaram 4 500 coclhos, Trés meses depols, nova contagem mostrou
que ja havia 9 500 coelhos.

a) Fazendo fé nestas contagens, proponha uma fdrmula que traduza o
crescimento desta populagio de coelhos,

b) Quanto tempo passou desde a fuga dos coelhos para a llha até &
realizagdo da primeira contagem?
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UNIDADE 6

Resolugio

a) Se o crescimento ¢ exponendial deve ter uma férmula dotipo y = ¢ %5

Como, para t =0, setem y = 8, o valor de cal:
g=cXd=cX1=C

Vamos supor que f é expresso em meses.
17 contagem: y;, =8 X a'= 4500

23 contagern; y; = 8 X a'*? = 9900

" Repare que a im:ﬁg;i;a da]
equagdo ¢ a base da patén-|

cia: | 9900 ﬂ“;;_’sﬁﬂam-ez,zﬁ
| - ”
— e o N Tn ! ,=..:]3=2'2=1|#ﬂ~_—‘|,l'ﬁ#ﬂ="1,3
y =8 % 1,3, com t em meses, & um modelo apropriado para exprimi
o niimero de coelhos em funcio do tempo que passou depois de che
garem a Kor.
ir-m-ﬁt';r-l-qu; a In-cdngnlrn -u!-n- b} De acordo com o modelo estabelecido, queremos determinar o valor
expoente da poténcix de tpara o qual & X 1,3" = 4 500.
= = &
St 8x 137 =4500 = 13 = 222 o 131 562,50

- i 8
Podemaos enquadrar 562,5 entre poténcias de base 1,3;

1,34 < 562,58 «C 1,34

E ainda:
13 < 5625 < 1,322

Como as fungbes exponenciais de base malor que 1 sao crescentes, &
solucao da equagdo 1,3' = 562,5 é um valor entre 24,1 e 24,2 meses,
ou seja, a primeira contagem dos coelhos fol feita, aproximadamente,
dois anos depois da fuga dos coelhos para a ilha,

3. Juros compostos

Depositamos 1 200 MT nu-
ma conta em regime de juros
CoOMpostos Ccom uma taxa de juro
anual de 3%.

a) Quanto teremos no final
de um ano?

b) Deduza uma expressag
que permita calcular g
capital ao fim de n anas

c) Represente graficamente
a evolugao da Populacie,
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Fungéo exponencial

e

Resolugao -
A formula
a) Assim, o capital acumulado seria: Clf) = Cy = (1 A ﬁ }*
- Mo infcio: axprime o capital acumula- |
1200 MT do ao fim de F ancs por um
‘Nofimdeumano:  1200%(14+ 2" capital Gy, & taxa anual r, se
! 100 1236 MT o5 juros forem capitalizados
1 vezes por ana,
|
b} » No fim de dois anos: 1 200 x ( —3_)2 1273108 MT
100 '
= No fim de trés anos: 11mx(|+il ' i
100 131,27 M7 A férmula para o célculo do |
capital acumulado ao fimde n |
= Ao fim de n anos: 1200 x (1 + .L) anos por um depdsito, em
100 regime de juros compostos, a
|
; | urma taxa de jurc anual de r %
]
c) Assim, P, =1 200 = (‘: + _1?'!]-) representa o capital acumulado ao I i Cux{fl SF }n
fim de n anos, sendo Py = 1 200 MT (capital inicial e r = 1 + b . o |
(aumento que o capital sofre em cada ano). 100 | sendo €, o capital inidial e
N o ndmero de anos.
Este é um exemplo tipico de modelo de crescimento exponencial. -
Podemos também representar graficamente este modelo:
’l k.
¥ o= 1 200 (1,03 Para um modelo de crescl-
mento exponencial discreto:
l Py Py o

- $abalinbsbubphy

=

533388339"
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Lepositaram-se 1 000 MT & taxa
anual de 3% em regime de Jura
Composto, capitalizado de 6 em
& meses,

Caleule o capital acumulado em

:.i anos. Qual o montante da
juro?

——

2

Calcule a taxa a que esteve depa-
sitado um capital que duplicou
em 18 anos, D8 o resultado em

percentagem aproximado as
décimas.

22
Um capital de 50 000,00 MT foi
investido a juro composto de 6%
aoc més. Qual serd o montante
desse capital apds 5 meses?

23

Um capital foi imvestido a juro com-
posto de 5% a0 més. Apds 6 meses,
o montante saré 2 50000 MT. Qual
fioi o capital Investido?

3.1 Continuando com a questio dos juros, @ 5& em Vez de capitalizarer, Um
56 por ano, 0s juros capitalizarem vérias vezes por anol Fo = 1 200 My .

r= 0,03 (3%).
Calcular o capital ao fim de um ano, apos a capitalizacao feita,

Resolugao

1
1vezporano: P, =1 Zﬂﬂ(‘l + E.-iﬂ.'i) = 1200 X 1,03 = 1236 MT

2
2 vezes porano: P; = 1 EEIEI[I e %) =
= 1200 % 1,030225 = 1 236,27 MT
3 003 _
Vezes por ano: Py = IE{}I{]{'I + T) -

i

1200 X 1,030301 =1 236,36 MT

12
12vezesporano Py; =1 EI}EI(I + 9%) =
= 1.200x 1,030416 = 1 236,50 MT
52vezesporano Ps; = 1200 [11 + %)52-

{a semana)

1200 = 1,0304456 = 1 236,53 MT
365 vezes porano Py = 1 Eﬂu(l + %)m-
5

(ao dia) = 1200 X 1,030453 = 1 236,54 MT

B 760 vezes por ano Py, = 1200 (1 4 003 }ﬂ 60

8 760

(2 hora) =~ 1200 X 1,030454 = 1 236,55 MT
525 600 vezes/ano P = 1300 _ 003 525600
525600 (1 + 535 00 ) ~

(ac minuto) = 1200 X 1,030455 = 1 236,55 MT

Podemos concluir que a medida que o nimero de capitalizagdes pof

.E"]:'_‘a d*f ser significativo. Também vert

1200 X 1,030, 1 236 MT

0,03 y\n

ou seja, [1 + —

n | Parece aproximar-se dg valor 1,030 & medida que "

aumenta muito,

Digitalizada com CamScanner



Funcéo exponencial

—p—"-———-—_——-_—

4, suponha que Uma certa Institulco bancéria pratica um Juro de 23% a0

ano. ESCreva Uma expressio que permita
por‘l 000 MT ao fim de um periodo x calcular o capital acumulado

" , BXOTo% [ -
yalor do capital ao fim de 39 meses, pf 50 em anos, e calcule o ' 24

inflacio & 8 aumento generalizaca

Resolugad dos pregos de bens & senvicos,

lii num intervalo de tempo. Num

certo pais, a inflagao manteve-s&

A expressao, constante em 12% ao més durante

23 X g E meses @ 58 nesse periodo um

Clx) = 1000 X (1' + ) = bem de consumo custava 1 200,00

100 meticals, quanto deverd custar

< Clx) = 1000 X 1,023 comx ER} :1?51435: ETHHH para acompanhar

permite calcular o montante do capital ao fim de x anos.
Afungdox . 1000 X 1,023 com x € Ry, é uma fungdo do tipo:
flx) =c % ¢* coma>1,x ERe ¢ constante real, 25

.E ¢ produto de uma constante por uma fungdo exponencial @ € UM3  se a taxa média de crescimenta

funcao muito comum na modelacao de varios fenomenos. populacional de um pais € de

2,4% a0 ano @ s& a populagdo em

Para calcular o capital ac fim de 39 meses, temos que reduzir 05 MESES 8 309 era de 150 milhdes de habi-

L rantes, qual fol este valor, aproxi-
madamente, no ano 2017, s& 2

1ano :
tawa continuar a mesmal
X x= 3,25 anos

12 mases
39 meses

Ent3o, o capital acumulado ao fim de 39 meses sera:
C(3,25) = 1000 % 1,023%% = 1076,70 MT
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e ‘cios propostos
-?Léb- i3 el E_I_Er_CICE 5 —p'-.T'_.__‘..—_':_--—-- .,__‘_ﬁ

1. Um exemplo de uma fungao injectiva h tal que hla + b) = hia) X hib) pode ser definida por;
A hix) = 52 B.hi)=x'  Chx=3 D=2

2. De uma fungio de dominio R sabe-se que:
«h(5) =0
« h é uma funglo par.

Seja g uma funcio de dominio R definida por glx) = hix + 3). Qual dos seguintes conjuntos pod g,
o conjunto de zerosde g 7

A. (-8, 2} B.{3,5} .10, 3} D.{-2, 8}

3.5e 2* = 3 entdo o valor de 4 &

""-':g B.% c.% D. - %
¥
4. 5e o grifico da funcao fé: \
0 x
¥
Entdo o grafico:

pode ser o gréfico de:

5. Sejax . f(x) = ag* comaER*e k= R\0} uma familia de funca i
—r ! ‘ toes de dominio R,
Estuda a monotonia de fem fungdo de a e k, ou seja, explica a in fluéncia de a e k na monotonia de*

6.A equagdo da procura de um novo jogo langado no mercado & g = 105 o 1
dado em meses, p = 0 corresponde ao inicio de Janeiro de 2004, q =10° X (0,95)? comp € [
a) Esboce o grifico de g.
b) Determine durante quanto tempo a procura fol superior a 6 %194
¢) Indigue ao fim de quanto tempo (meses/dlas) a procura se redyziy 3 e
Janeiro. Ziu 25% em relagdo ao in

7. Escreva na forma de poténcla de expoente natural:

a) 23 b)V5™ . H’)? -5 )d &) (~1)3

) y
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Exercicios Propostos -'q;-
g - @.]

8. Escreva os radicals na forma de Poténcias e as poténeias na forma de radicals:
i

i . 41
a)5 b)2 4 :}(%) . d) V3 e)Va?, a>0

s
p "*2 (na forma de poténcia e de radical)

9. Escreva como poténcia de base natural:

a) \-r(lzT b) .:"Tg'_ c) _‘l:.}ﬁ-_

10.5e 3* = 2, indique o valor de:
a)i* b) 3¢+! ) gr-

11.5e 4% = 7, indique o valor de:
ol |
a) 4% b) (14) ) 8"

12. Escreva a expressao de uma funcio da familia das fungdes definidas por fix) = a - 2¢=:
a) que seja decrescente e com contradominio R*:
b) que seja crescente e com contradominio R;

c} cujo grifico passe nos pontos A(0, 1) e B(1, B);
d) cujo grifico passe nos pontos P(—1,2) e Q{% h&).

13.Em certa cidade a populacdo cresce 2% ao ano. Sabendo que p = 10° (1,02} representa a populacio t
anos apds o inicio de 1980, calcule:
a) A populagao desta cidade no inicio do ano em que nasceu.

b) A populacio desta cidade no fim de 2012,

14. Durante vérios anos, a populagdo de certa localidade evoluiu segundo a lei p(t) = 830 - (1,06)', com
t expresso em anos. No inicio de 1950 havia 830 habitantes nessa localidade.

a) Quantos habitantes havia nessa localidade no inicio deste século?
b) Ao fim de quantos anos a populagao duplicou em relagdo ao ano de 19507
¢} Modifique a expressao de modo que exprima a populagao em fungdo da data (ano) x.

15. 0 crescimento de uma certa cultura de bactérlas obedece a funglo Nit) = 200 K, onde N ¢ o niimero de
bactérias, t é o tempo em horas e k é uma constante que depende da bactérla. Depols de 6 horas ha
um total de 600 bactérias. Calcule a constante k e qual o nimero de bactérias 24 horas depols de se

iniciar a produgao.
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. OBJECTIVOS

—

O aluno deve ser capaz de:
« Definir o conceito de logaritme de um nimera,

« Calcular logaritmos aplicando as suas propriedade i
« ldentificar uma funcaeo logaritmica,

. Representar graficamente uma fungdo logaritmics,

- Determinar; dominio, contradominio, zeros da funca
t:-ﬂﬂl (monoto nia) e ardenada na Ur|gg-m

40, variagao do sinal dga funigio, variagdo da fun-

. Identificar a assimptota vertical,

- Definir a fungao logaritmica como inversa da funcio e

Xponencial.
« Relacionar os graficos das funcbes exponenciajs o logaritmicas y
_ . i
g : ° N ' '
I = e & 2 ) | “-‘_h‘ : X J
- L i £ -y ; -
i e, e g

[ F -
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Logaritmo e funcao
P logaritmica

. =Y

CONTEUDOS

Logaritmo de um namero

} - Conceito de logaritmo

§ « Cileulo logaritmico
« Propriedades de logaritmos
« Legaritmos decimais

Funcdo logaritmica

« Conceito da funcao logaritmica y = log, ¥

» Representacio grafica da funcac logaritmica y = log, X
a) Casoa > 1 b)Caso0<a=1 :

+ Estudo da funcao logaritmica y = log,x: dominio, contrado-
minio, zeros da fungao, variagao do sinal da funcao vanagao
da funcio (monotonia)l, assimptota vertical e ordenada na
origem

- Representacao grafica da fungao logaritmica y = log, (x + b}
ey=log (x + b) a partir da funcio y = log,x

 Estudo da funcio logaritmica y = Iog, (x -+ b),y = log (x + b
ey=log,lcx+d) +e :

» Fungdo logaritmica como inversa da funcao expanencial

B, ot e

I|II.F ﬂtﬁ-.’.".}

RN
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Logaritmo de um nuomero

uacdo de grau superior ou igual 3 dais,

solvermos uma eq :
Ao re o aplicando a operacig invgyg

exemplo, x* = 27, o valor de x é obtid
da potenciacio, ou seja, a radiciacao:

F=2?#r=‘¢ﬁ'=‘x=3

Mas, ao resolvermos uma equagao exponencial, por exemplo, 3+ - o,
! procuramos mentalmente o valor x a que se deve elevar 3 para obtegr ELW'
seja,x = 4, pois 3* = 81.

A solugio desta equagio chama-se logaritmo de 81 na base 3:
x=log;Blesx=4

Lug;}i;:lnn de-ﬁh_ﬁaﬁmﬁmﬁ:ﬁsltm numa dada base, maior que m;{
-" ern diferente de 11, & o expoente a que é preciso elevar a base para obtar
- "' Mais & frente explicaremos esse nimero.

esta restricho,
log,b=x «+ b=a", bER? a ER"\{1}]

J Llog;b=m e b=127
i 2.3 =8 & x=log; 8
| 3.2995=5
l' : 4 qlognd =3
| [:‘—: | 5.log;2'=4
| :‘:a-rnplete de mn-d:r a obter aﬁr- 6.logs 5% =2
:1 magbes verdadeiras: 7.logy 3 =
| =7 =g _ ...
BI(VZ) =20 et=...... B, 234100, 5 = 33 3 k9 5= g % 5 = 49
| chx=logyd s=d= .. . P.IDQEI:E'HH_'-l.ﬂ]-_—mgém"-"-':,:-,.l.'i—l
| diy=log,2 ss2= ... &4 al pe
| E: I; 2":"1 T L f:g::;‘ntfﬂ’ﬁzf;}ig 5:- T:. _ii_pnrque 56 0s niimeros positivos tém
.
{ e —— Ll =
|

Como1*=1,YxER, apenas o nlimero
Por isso, ndo admitimas o 1 £omo base de

-Jasabequelog.k=b = gt =

pois, sendo @ um nimerg positi
um ndmero positivo. S6

1 teria logaritmo na base 1-
logaritmaos.

k e esta equagio s6 é possivel se k>0
IV, a expressdo a¥ representa sempr®
9% Numeros pasitivos tém logaritmo.

r racional R dor
minio da funcio exponencial privy Como irracional, jd que o conira

:
:
g
B

y
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Logaritmo e fungio logaritmica
e —

Consequéncias da definicio de logaritmo

+ Da definicdo de logaritmo resulta que, em qualquer base:

e i . -

| =, £z Caleule o valor de:
l_ﬂhh:—.uji a I%ﬂrtﬂ"} -h!hg;{?ﬂ+1"1*'i
A base a de logaritmos € sempre um nimero positivo e diferente de 1: bllags (5% ¢ 5%)
¢) 205 + logy 3
1 a € BH\{1} | o) 3t ® - g
' e) log, (157 + 57

- Em qualguer base: f) 2305w

log;1=0 e log;a=1 |

« Em qualquer base, s6 os nimeros positivos tém logaritmo.

Exercicios resolvidos

1. Calcule os logaritmos seguintes sabendo que sdo nimeros racionais: | 3
a)log; 9 b) log; 128 c)log,y 1 1 d} Iuglzw | Escreva o nimer 7 com a forma
€) logy 8 fllog, V2 gllog,s 5 de:
| a) poténcia de basa 2
Resolugdo b} logaritmo de base 10
: ) paténcia de base 7
Repare que log, b & um ndmero racional se a e b se podem escrever | P
como poténcias com a mesma base e expoente inteiro; | dipoténcia de base 10
e) potincia de base 49

a)log; 9 = log; FP=2 L logaritmo de base 2

b)log; 128 = logy 2" =7
dlogy1 =log; 3°=0

'I_ -4
d)log; 16 = log, (E) ==4
1 2

e) Vamos chamar x a log, 8, entac: X e
1 hg¢3=x:ﬂ=4“-¢-:-2]=21'¢3=1x¢x=5 Caloule:

a) log, 27 b} log, 32
cliog 41 d) log, 243

1
e} log, X f} logs 0,04

fi Seja x = log, V2, entéo: ] 1
In.gqﬁsx e VT8 e 2= e 'E=l't o #‘=E

Entdo, log, VZ = 7 ollog V2  Wlog, Vize

Digitalizada com CamScanner



[E]

5em recoerer 3 calculadara, cal-
cule:

ton. {1
a)log, {2? j
bl log; 256
¢} log; 'l."i

d) log, g3

— _-""‘-.\

1
g Sejax = logy; o

1 ¥
1 K -2 = -1” =2 — l"l'_
Iugﬁ;':"“ﬁnﬁﬁj PEmseate

#_2=-';--:$I=_4

1
Entao, Ing-.'i 3 = =

2. Caleule:
a) log,g 1000 b} log, (1—;-2?) c) log,; 0,01 d) log, 3

Resolugdo
a) log,p 1000 = y <= 10" = 1000 <=
< 10F = 107 <= !
< =3

Assim, log,, 1 000 = 3

bllﬂg.( 1 )uywdr--'—#u:;‘;ﬂ

1024 1024
o4V =45

s y= -5

Assim; loge [—1_\ - _
g"(n}m) 2

€} logg 0,01 = yes 10 = 001 ==
= 10¥=10"2 &
o y= 2
Assim, log,, 0,01 = -2
dlogy3=yegr=y.
(3 =34
3= 3
Hy=1as

1

ﬁ}":a—.

2
Assim, log, 3 = 1
2
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Logaritmo e fungéo logaritmica
e e

Logaritmo decimal

0 logaritmo de base 10 diz-se logaritmo decimal,
Na calculadora, a tecla log comesponde ao logaritma de base 10,

! l;:rglr-ln-mux- -

Na escrita corrente, sdo também estas as notagGes que vamos utilizar
para representar o logaritmo de base 10.

1.109y0 100 = log 100 = 2 J
2.109,50,001 = log 0,001 = =3 |l

3.log, 8 = log 8 = 0,9 (valor aproximado com erro inferior a 0,1)

4.10gV5 — 2In 4 = —2,42 (valor aproximado com erro inferior a 0,01) '

0O recurso a calculadora permite obter o valor exacto ou boas aproxi-
magdes do logaritmo de base 10.

Exercicio resolvido

A energia libertada num sismo pode ser dada, em joules, aproximada-
menta por:
E=17 3 10M*3

sendo M a magnitude do sismo.
Determine um valor aproximado de k com erro inferior a uma centésima,
sabendo que um sismo de magnitude 5 liberta 2,7 X 10™ joules de |

energia.

Resolugio
E(5) = 2,7 % 104 1,7 X 10%* 5= 27 % 10 <2 10% ' 3 =

2.7 %100
1.7

Lo

?F;r ;5. -1 u'l.l

2,7 x 101 =
1.7

sk = B0
=10 1,7 % 10° |
||

< 10°% % 107 =

2.7 ¥ 107
1.7

2.7 x 107

<s 105 =- <= 5k = logy,

O valar de k, com erro inferior a 0,01, € 1,44,

e

| Determine valores aproximados,

cam errd inferlor a 0,001 de!
a) log, 3,5

b} lag 20

c} bog 06

2
Indique o valor de;

a) o, 16 — log, 8 ede
bog (16 + B)

bl log; 8 + log; 32 e de
log, (8 * 32}
€] boiy; 512 = log; 64 ¢ de

512
ooz 54
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Propriedades operatérias

Aengho dos logaritmos
"R Walet loaaritmos (positiva e diferente de Tk
Ravsmy T Seja @ a base dos logar
‘mhh“hiwl ! l.nluglﬂmduyodututl;mllmadmhﬂlﬂmdmm
oo | log, (u ¥ v) = log, u + 10Ga V (u,vERY
~As propriedades estdo enun- Demonstragdo:
Lﬂlimﬁ'rmllﬂnmp gl = gy e dh:nhull:lg-ﬂr.__ahq.;-u }:ﬂhjar:!w

por definicdo de logaritmo e pelas propriedades das poténcias.

Se, na mesma base, as poténcias sao iguais, entao o5 expoentes tas.
bém sao iguais:
log, (uv] = log, v + log, v cad

. 2.0 logaritmo do quociente & igual a diferenca dos logaritmos dos
Use 43 propriedades dos loga tarmos:
nimos para endonirar o valor

EEXCID O LA UMma das Crpres
S0 L UsEr 3 Caliuladora

hg.[\"f} = logyu — log, v (u,vER")

&) loeg e 3 100
cllog, B + log, 2 Demonstragao:
ﬂb;u.: _!.-_l' [4] ﬂh.u”'k"jdl' loag i bogg U
¥ o g ra 7] v .
definigao de logari i !
et & e logaritma e pelas propriedades das poténcias,
. S‘En'dﬂ 0% l'l."5l.l|'[ﬂ-I:|ﬂi iguaii. md Mesima 1]"151_1_. o% t‘\ﬂﬂﬂl![ﬂ'ﬁ tﬂmh‘em
,", L0 Iguais:
i | u
Escrrvd na forma de wm unico ri":.].:l[ » i log,, u log, v c.qd
b it i : =

&) I-'_..g".r v oy 3

bl 3iog; 5 - 0.5log, 3% Em particulas 1 B

, | p A hﬂi” 109, X visto que log, 1 = 0 Wa>0 N a#l
{“I’..l"_]. Ir-"'_-l.-" ,!.—U

i

djlog, 3 - log, &
lurj ()

2 el

)

3 & logaritmo da poténcla ¢ gual ao produto do expoente pelo logaritmd

109, 4" = v log,u (uER',veR)

: —
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Logaritmo e funcao logaritmica

e e e e ———————

Demonstragac:
ghﬂﬂ""= U e .u"h'ﬂn U= [ﬂ-hg’ I-':|""= T
por definicdo de logaritmo e pelas propriedades das poténcias.

Sendo os resultados iguais, também os expoentes sio iguais:

log,u’ =vlog,u cqd. [
Indigue o dominio das fungbes
' . = log, (5% + 2
1.10g;(9 % 27) = 10g,9 + 093 27 = log; 3 + log; ¥ =2+ 3=5 il
' bl gix) = log (x? = 10x)
2.109;(32 X 64 % 16) = log;32 + log; 64 + log,16 = 5
=10g;2° +log; 2° + log, 2 =5+ 6+ 4 =15 1 I hla = log, [x +4)
ﬁ' d
3.10-9..(@) = l0gs 36 — loge 46 656 = log, 67 — log, 6° = | d) ilx} = log; x + log, x — Gx + H)
=l=-6=4 I
4 |
4. ]'ﬂﬂm(qlmﬁ :"1155] lﬂgw(ﬁ)"‘ log,s 256 = [ :
| &n
= 1“915 4= Ingmd, 096 + log,; 256 = {a.ll:ule sem efectuar as opera-
cies dentro de paréntesis:

- IWH. lﬁ I Iﬂgw lﬁ'! Iﬂg“, ‘Iﬁ_l

| |
=— =34 2=——
33 2

a) log, (8 = 128)
b log {25 0 3 125)

) legy
5. log (10- :-r‘}——lug(1m) ¢} leg, (81 * 729)

= log 1D+Iugx5—Eﬂn-g1ﬂz-1ngx'3] =

='I+5Ingx—lxl+lt—3lngﬂ=5lugx" 3 logx= 7 logx
2 2 e -
2 2
6.l0g, 3 + 2log, 5 = log, 3 + log, 5% = log, (3 X 5) = log, 75

xd
7.l0g; (8x3) — log; ¥ = log; B + logyx? — logyx =3 + log; =
=3+ logyx r"l'l-.

E.th. 5+logg6- Iug.;? = logs 6- logy5-loge 7 = Ing45h’95'5- lu'g-ﬁ i= : Ealcule l.:;:ﬁj:_l:;ﬂr a5 opera-

= log, 6+ logy 7 = logs 7 1094 6 = log, 6°%7 = log, 7 | ghes dentro de paréntesis:
a) Ing,{ IIH)
Mais propriedades (mudanga de base) i hlbbﬂ:(i 187 4 EI)

: ﬂm{usﬁxz!ﬁ)
4.0 logaritmo de u numa base a é o quociente dos logaritmos de u e de 7776
anuma base b:

hg.u = %:‘* !‘,H 'ER+| bEE"’\['Il}

T, = T M ——— . - e e RS
o ———
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| Demonstragao:

log, u - logs @ = log, d°%" (propriedade 3) <>

‘ e log,u-logyo= Iﬂgb U (porque g = y) == |

> Iuggu=r|—nﬂbi (repare que logy @ # O porquea # 1) cod.
0gya

i @ (8 cxcmpios I e

1 Caloule: O céleulo de log, 5 - logs 6 - logs 7 (exemplo B, em dma) pode ser &ﬂ:‘
l. allogyq (1000) NI At e Saoe: loges 10947 _
| b) log; \/32 !@Ellﬂgsﬁ'iﬂgﬁhm-ME-hﬂ'ﬁ_lngJ .
| < ,Dgl{ﬂ.iz} .t':malarit:- 1
: d} log; (16%) + Iag,[%"':‘] = O logaritmo de v numa base v & o Inverso do logaritmo de v na base u; |
,' log, = —1_ (u,veR\1))

| : log, v
i ) I
| Demonstracao:
i lo 1
oguu=108ut _ 1 o - vab=
![ O, log,v . Tog,v (propriedade 5, com a=ve b =u)
1
Corolério 2
o
| log, u = Eg—q uERY
|
. |
"i Demonstragdo:
| {“ _ Basta, na propriedade 5, considerar b =10,
| Use a «férmula de mudanga de E esta propriedade que permite usar a calculad i
ora na determinagdo de
| m.mlzaraub_mwrm apraxima-  yalores (exactos ou aproximados) de logaritmos de nimeros mm':hases
dos dos logaritmos seguintes, com  difarantes de 10,
I casas decimais,
a) log, 29 =
h} I'ngT'g Iu. E
1.log; 8 = L L
¢l logs 0.7 0gz log2
d) Iﬂg.': 18
3 log B
log; — g8 |
&) lag;, 5 O quoclente !Gg 3 é obtido com a calculadora e comprova que
ﬂ |ﬂ'g| llu"ullla5
log; 8 =13
_logio _ 1
2.logs 10 log5  log 5 © Usando a calculadora, obtém-se um
valor aproximado: logs 10 ~ 1,43 (2 c.d)

-

T

.
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Logaritmo e fungao logaritmica

B ——————

5 exercicios resoividos DI

simplifique as expressoes seguintes com x, y, t € R, o
2)log; (4 X 2) b} 3!~ 3thoa, ¢ d2logiot) - 2logt | 2
Simplifique a5 expressbes seguin-
Resolugao s
Nota: Qualquer das simplificagbes pode ser feita por outros proces- a) log,; (8 % 29
505, b) log, »* + log, x, x>0
allog; (4 X 2" =log; 4+ log, 2" =2 + x c) bogy @ X log b, e BERT]
R}
TR AL AT 3 -n:ﬂlugni-lrlna-g%E,aE
e |
I
:]:hgﬁnﬂ—zmgr-zun_gnm}—hgﬂﬂmg%ﬂhgmﬂ

Lol +F -
Funcdo logaritmica
A funcio que a cada nimero real positivo x faz corresponder o logaritmo
de x na base a chama-se fungdo logaritmica de base a:

R*—=R
Xy =log,x
Exemplos: g
fix) = loga % glx) =log, % hix) = log; ke=1) 3
2
Fu“gﬁu Iﬂgnritmi:n d-E bﬂSE > 1 Determine g de modo que o
ponto P pertenca ao grifico de
Consideremos o estudo da funcio pela elaboragao dos graficos, das iy = |og, x, sende:
funcdes flx) = 2"e glx) = log; X. | x alP..13.2)
Pela definicdo de logaritmo y = logy ¥ s+ &°= J. 1
Assim sendo serd facil obtermos a tabela da funcao, flx) = log, x. b P u( 7 1)

Podera verificar que os valores se obtém trocando as colunas da tabe-
lay = 2% ja estudaste na unidade amterior.

7
Eshoce o grifico de fix) = [:_;_]-
e obbtém, & partir dele, o grifico
def~'{x) = log, &,
F i

Faca para esta fungdo um registo
das principais caractenisticas, idént-
€0 30 que &5t feslo para as fungbes
logaritmicas de basea > 1,
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Seja fa fungo definida por:
) =a + log;xcomo R,
Determine a sabendo que o grafice
de f intersecta o eivo Ox no ponte -2
de abeissa 2.
34
Observando o grafico, concluimos que:
NOTA : = s R
Até b utilizagio rotineira
das calculadoras usavam-se | « O dominio é K",
tabelas de logaritmos naturals. | » O contradominio & K.
Apresenta-se um extracte |« E crescente.
de uma dessas tabelas. . -0 gréfico da fungio ndo intersecta o eixo das ordenadas.
LI EEESENE « A fungdo tem um zero em x = 1.
E E,, EEE;E{F‘-‘? -Ep-usqtl'fra parax €)1, + =,
- B B
e prowtl o nnu
& |RIERE AR RS B
| renaal imias o w1
| 88 |raes saesel 7

Existem imensos fendmenos que sio modelados pOr expressoes com
logaritmos, sendo o logaritmo de base 10 um dos mais utilizados.

Mos logaritmos de base 10 (logaritmos decimais), log,, a denota-se

log a.
¥
1..
1-
y=logx
- 0 —
1 /T 2 3 4 5 ¢ 7*
_11
=g 1

gz .
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Logaritmo e fungéo logaritmica

sobre qualquer fungio lo
podemos afirmar que:

i P

—

.0 dominio é R,

.0 contradominio é R.

| £ estritamente crescente em R+

X1 = Xy =109, %) > log, %, ¥ x,, x, ER.

« A fungao tem um zero em x = 1, gy sej
wifics 1a, o ponto (1,

- E positiva parax €1, + x|,
-Enegativa parax €10, 1[.

- 0 gridfico da funclo tem uma assimptota vertical de equagao x = 0,

Q) pertence ao

_: Exercicios resolvidos

1. Sem recorrer a calculadora, estabeleca uma correspondéncia entre as
fungbes que a seguir se definem pelas suas expresstes designatdrias
e 05 graficos que se apresentam. Todos os grificos podem-se obter a
partir do grafico de f(x] = log, x, de dominio R, por meio de transla-
ches efou simetrias,

glx) = log, (x + 2)
hix) = logy (—x)
rix) = =log; x
¥
¥
&( X
A y v :

=

(=]
K
L
£

Resolucio

hlx) = C = A

glx) — B

garitmica de base g > 1 da tipoy = log, x,

Investigue as caracteristicas da
familia de fungdes logaritmicas
o tipa:

y=log.x, comQ=<ag=<1

& apresente as suas conclusdes
num pegueno relatario.

| Determine o dominio de existén-
| cladas fungdes definkdas poar;

| elmix) =

al Flx} =4 4+ logy (1 = x)
b rix) = bog, X+
Sx

'” o
2-log(3-%)

Li.l .

Determine, caso existam, os reros
das funghes definidas por:

o) Mix) =1 — bog, [x + 3)

hmmn.w—xlug,(”';']

Y i 18
chrixl log s — 2)

93
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[

Seja Mix) = log x + 3 a expressio
da magnitude de um sisme em
funcdo do registo da amplitude

méxima em milimetros feita pelo
sismdgrafo.

a) Mostre que
Mix) = log (10° x)

b} Qual a magnitude de um sismo
que provoca no sismagrafo um
registo maxime de 10 cm?

<) Expriena x em funcao de M.

d} Qual o registo mixime no sis-
midgrafo num sismo de magni-
tude &?

&) Dois sismos tém um grau de
diferenca de magnitude, 5& a
makor amplitude registada pelo
sismagrafo para o sismo mails
fraco é A, qual o registo méxi-
mo da amplitude do mais
fesrte?

_-‘-H

2. A escala de Richter (apelido do cientista americano C. F, Richt,
. associa a magnituda de um sismo 05 efeltos que se BSpers que o

sismo produza.

de Richter é um nimey
A magnitude de um sismo na escala : 0 entre
e 9{43& se obtém a partir das leituras nos sismografos,

Todos os tremores de terra sao comparados com o nivel Zerg

um sismo em gue o sismagrafo regista uma amplitude Miédxima e
0,001 mm, a uma distincia de 100 km de epicentro.

A magnitude M de um tremor de terra em que um sismiagrafo situadg

a 100 km do seu epicentro regista uma magnitude méxima de x mili
metros é dada por:

Mix) = log (10% x)

a) Mostre que M = 1 parax = 0,01 mm.

b} Determine a magnitude de um sisme em que o sismdgrafo situado a
100 km do epicentro fez um registo médximo de 0,1 mm.

¢€) Qual o registo maximao de um sism

ografo para um sismo de gra
4,5 na escala de Richter?

d) Qual  diferenca de magnitude entre dois sismos sabendo que

0s sismagrafos acusaram para um deles uma amplitude méximi
5 vezes superior 4 do outra?

Resolugio

a) M(0,01} = log {10* % 0,01 = log 10 = 1

PIMIO1) = log (10° X 107) = log 107 = 2. o magnitude é 2.
V45 =10g (10°x) & 1085 = 11, ., , _ 10% o x=101 =

1t
= X= 31.6 mm
d) Seja x, o registo maximo do

sisma i is fraco
entdo 5x, ¢ o registo mdximo smografo para o sismo mai

Para o sismo mais forte,

Mﬁﬂ'ﬂ o M[lﬁ] =

i 3

A diferenca de magnitud ol

@ apmxlrna:lamn?e r:b;. N30 chega a1 grau na escala de Richte!
___'_-—-.-___
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Logaritmo e fungdo logaritmica

e e ——————y= e e ]
S —_ e .

3. A Fisica define sintensidade de uma onda sonoras como a quantidade
de energia que a onda transmite através de uma certa drea. O som
menos intenso que o ouvido humano pode detectar, numa frequén-
cia de 100 hertz, € cerca de 1072 Wm2,

O nivel N(I}, medido em decibéis™, de um som de intensidade ! {em
watts por metro quadrado) é definido por:

N(D) = lulag-f- sendo fy = 10-2 W/m?
u]

Se, na equacao anterior, considerarmos | = |, obtemos N = 0, ou

seja, 0 nivel zero corresponde ao limite de audibilidade do ouvido |
humano.

Seja entao NUJ) = 10 log (10" % ) o nivel em decibéis de um som de

intensidade |, em watts por m?. ¥ Em homenagem a Alexan-

dre Graam Bell.
a) A partir de 100 decibéis é aconselhdvel proteger os ouvidos.
5abendo que a intensidade do som produzide por um martelo
pneumatico € 1 W/m?, averigue se é necessdrio proteger as ouvi- -
dos com auscultadores quando se trabalha com um martelo = 2
pneumatico. Seja

s =~ = O

b) O nivel de ruido correspondente ao triafego numa grande cidade M) =10lag {10 1)
€ 90 decibéis. 5 o ruido produzido pelo metropolitano tem uma et e aaei e Tl
intensidade 10 vezes superior ao produzido pelo trifego, qual o dadea |
nivel do ruide do metropolitano, em decibéis? Se a Intensidade de um som ¢ 50

_ ) vezes superior & intensidade de
c) EHP”"“EE intensidade / de um som em [l.lm;ﬁﬂ do seu nivel N. outro, qual a diferenca de nivel

entre ambos?

Resolugao

a)M(1) = 10log (10" % 1) = 101log (10" = 10 X 12 =120
O nivel correspondente & 120 decibéis e &, portanto, necessario

usar protecgao.

b) Seja I, a intensidade, em W/m?, do som produzids pelo trafego
citadino.
Entdo 10 /, é a intensidade do som produzido pelo metropalita-
no e
N(101,) = 10log (10" - 101 = 10 (log(10' 1 ) + log 10)
= 10log (10'%],) 4 10 = N(i) % 10 =90 + 10 = 100
O nivel do ruido produzido pelo metropolitano & 100 decibéis.

¢) O que se pretende &, afinal, a expressio da funglo inversa de N.
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B

A massa de carbono-14 por grama
de carbono num féssil com tanos
€ dada, em gramas, por:

- 12
L0

a)Sendo M =2 % 10" g qual a

idade do féssil com aproxima-
a0 a0 milhar?

b} Exprima t em funcio de M ¢

explique o que essa fungio
representa.

"""‘-"‘—-‘“"‘"'"——_'-__-.-‘\

N _ 12 101 = 102
H=1{|Iug{‘ru”.'lnﬁ-lug{'lﬂ } - e

II!lIr = o
-FI-——'—'II 3 =]es]

N =130
Ny =10 © exprime aintensidade do som em watls por mey,

quadrado, sendo N o nivel do som dado em decibéis.

4, A figura representa um reservatdrio. Considera que o reservatérig esy
inicialmente vazio e vai ser ligado a uma torneira de debito constang,
que o vai encher de dgua.

O reservatorio fica cheio ao fim de 24 horas. Admite que a altura, em

metros, da dgua no reservatério, ¢ horas depois de se comegar a
encher, é dada por:

hit) = a - log, (128 = 41), t £ [0,24], a ER*,
Determine o valor de g e a altura do reservatario,

Resolucio

Podemos determinar o valor de g 3 N
ini tend
inicialmente vazio e, portanto, h(g) = 0 ndendo a que o depdsito estd

hiD) =0 <= a - log, (128 - 4x0) = 0 <=

- 1“_';11H=ﬂ e g=7

A altura do reservatério & a altura da agua ao fim de 24 horase

h24) = a - log, (128 — 4 24) <=
< hi24) = a - |og, 32 <» h{24) = =g -5
Comoa=7 concluimos que a altura do reservatdrio é 2 metros
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Logaritmo e fungao logaritmica

M

Transformacgodes de gréficos
de funcoes logaritmicas

gstudo da funcdo y = log, (ex + d) + ¢

1. Fungbes do tipo y = log, cx

Dadas as funcdes y = log, x e z = log, 2x faca a representacio grafica
de cada fungdo e indique:

a) O dominio e contradominio da funcao

b) Os zeros da fungao
¢) Os valores da fungdo para os quals a fungio cresce ou decresce.

d) A variagdo do sinal
Resolugao
T ) T, 3 = T |
e ru‘hhr ;nhhﬂ-.
4 2 2= bbad
2 1 2=log;4=2
1 0 2= logy2= 1
AE -
3 1 o
1 = e
T3 ’ £ 5
< -3 -3
]
e —

A
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a) Os dols gréficos tém o dominio D = Re D' = |:|1
b) Para log x = 0= x = 1 elogy 2x = 0=sx= 5
¢) As duas fungdes sdo monotonas crescentes pois a > 1

dhﬂ,' mn;agr = Iﬂg].:b."é I"'IEgEﬁ'ﬂ'ﬂ para 0=pxy= II ] p‘ﬂ'iltill"ﬂ paraxh
Afungio z = log; 2¢ negativa para 0 < X < = e positiva Paray

1,
1.
2. Fungbes do tipo y = log,(cx + d)

Dadas as fungdes hix) = log, (2 — 1) e ilx) = log, (2x + 1)

a) Indique o dominio da fun¢ao.

b) Determine os zeros de cada fungao.

¢) Estude a monotonia de cada fungao.

d) Represente no mesmo sistema ortogonal as duas fungdes,

Resolucio

Al =[*ER-1>0 U ~1>0e -
Ll e B -;—
D=pxERX+1>02x+1>0e=
S A T -—%

blll:H;l,.-El:r— ]}E {I'-::r
s>l m Ve
S =Jesx=
l6g; (2x+ 1) = D <
et 1=
==0wx=0

c) As fungdes s3o mondtona
dade.

d) Representacio grafica

S Crescentes, pois a base & maior que aunk

A
¥ - 1
i Inq:LlHl'

glx) = log 25
_— hig= hgiqhaﬂ

Y

0 O e e

reFEnrrEssEsnEl

Digitalizada com CamScanner



Logaritmo e fungdo logaritmica
T

‘Regra ﬂ‘m]

0 grafico da funcao y = log, (2¢ + d) obtém-se do gréfico da funcio

y = log, & pela translacio ao longo do eixo dos ¥ em d unidades para:
-Direitased <0

«Esquerdased >0

3. Fungdesdo tipo y = log, (x4 d) =+ ¢

Considere as sequintes funcdes mix) = | i
e logs B+ 1)1 0g;(2x + 1) + 1enl¥

a) Indique o dominio da fungio.

b) Determine os zeros de cada funcio,

¢) Estude a monatonia de cada funcio.

d) Represente no mesmo sistema ortogonal,

Resolugdo
aD,=0,=xER2x+1 = (]
2+ 120> ~Jeex>=-1 e
xE]——;+::[ - —
A Considere as seguintes fungbes:
b} Zeros da fungio m: y=log,(x=1)+1e
log:{2¢+ 1) —1= 0= ¥ = log(x+1) =1
+ 1) = - - -1 a}Faga o eshogo grifico das fun-
log, (2x 1}h1ﬁh+1 2 =N x= i
Zeros da funcdo n: P
mine o dominko € o con-
logy (2 4+ 1) +1 =02 ; tradorninio das funpoes
logz(2x + 1) = —Iﬁ-lx-lﬂ = <) Para que valores de x as funcbes
1~=1:=-1wa$—-; 30 cresoentes ou decrescentes?
¢) Ambas fungdes sao mondtonas crescentes, d) Estudar a variagio do sinal de
cada funcio.
d) Representacho grafica
A m(:;;l='ruglllu+l]+'i
¥ Mnmj1h+1].
; nM=Iug:L1:+1}—1
[
[
I
i
[
[
[
i
 / 5
—
=1 1
1
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1

Regra geral

g, (2x + d) + e obtém-se do grsfe,, s

ﬁ.ll'l aﬂ}f == lﬂ 5
0 gréfico da func: lacio ao longo do eixo dos y em 'E“l‘llda.f:;

¢io y = log, (2 + d) pela trans
para.
«Baixosee <0

«Cimasee>0

E’ Exercicios resolvidos

Indique para cada uma das funcoes seguintes, o dominio de existéng,
o contradominio & 05 ZEros.

gix) = logy [x + 2)
h{h'}'=1ﬂglt-x]
rix) =— log, X

Resolugio

Funcdo glx)
Dg=Dg=~H
LEeros:

glx) = log; {x + 2)
logs{x + 2) =0«
WE':' = o J o
e xm =341

Funcio qlx)
Dh=Dh=FR
Zeros:

hix} = log, (—x)
@l = -y
¥ =]

Funcdo rix)
Dr=Dr=}
Zeros:

rix) = log; x

#2‘3:”“

o X =

— 4
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Logaritmo e fungdo logaritmica

I,...|.-llIl--—"'__-I-I——_—l——ll—'—'_'

Funcao logaritmica
como inversa da fungé@o exponencial

Dada a funcao exponencial fix) = 2%, sabemos também que pela defini-
caodo logaritmo de um nimero, a funcao inversa de fé a fungao logaritmica
dadana base :

=) = log, x

0 gréfico de ', gréfico da fungdo inversa de f, obtémese a partir do gré-
fico de f por melo de uma simetria relativamente & recta y = x, bissectriz dos
quadrantes impares. 5e o ponto (g, b) pertence ao grifico de f, entio o ponto
(b, a) pertence ao grifico de ',

. () =log, x

No caso geral sera:

y=log, x

a=1

Recorda

0 dominio de existéncia, em R,

de uma funglo fé o conjunto

dos nimeras reais para os

quals f{x) representa um ndme-

o real,

Exernplos:

+ Dy =R\[2] se flx)= Tl_f

——f-‘ niD represen-

::T:num;m eal sex =1

- Dy = [1, 450 s flx) =Yx = 1
porqus x — 1 ndo représenta
um nimerorealsex < 1.

Dy=J-=, 3 se ) = hogy(3 — x)
parque log, (3 - x} sb represen-
ta um ndmerno real 48 3 = x> 0
P

26

Saja I a funglo representada gra-
ficamente:

¥

e
2/——
e

-4 O x

Esnoe nog mesmo referencial o
gréfice da fungio inversa de
[ (fungda ') e indigue o seu
dominio & contradominio,
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"s:‘l- Exercicios propostog
L)

-CI‘
a mis. Se o seu valor Inicial & 450 py. Qual
L]

1. Um novo modelo de telemovel desvaloriza 5% em cad
seu valor, arredondado ao MT, ao fim de um ano?

A 127 MT B. 180 MT €. 225 MT D. 243 MT
1! Sﬂ'lﬂg;-ﬂ = 3. Em&ﬂ Icglﬂ I'!Igu-alﬂ:
2 3
i 2 3 D.9
3 B. 5 C.6

3. Um exemplo de funcao f tal que fla + b) = fla) * f(b), V¥ a,b € Dy pode ser a fungdo f deﬁnfda.m.l
A.x B.2" C.log; ¥ D. 2x

4.Indique, justificando, o valor l6gico das afirmagdes seguintes:
A. 2" representa um niimero positivo se e 56 se x é um numero positivo.
B.log (a x b) 56 representa um nimero real se a e b forem ndmeros positivos.
C. Ologaritmo de um nimero positivo pode ser negativo.

3. A intensidade I, em decibéis, de um som audivel pode ser dada
por [(P} = 170 + 10 log P, onde P é o valor da poténcia, em
certa unidade, do som emitido.

2) Determine a intensidade de um som cuja poténcia é 10°% na
unidade considerada.

b) 5abe-se que um som de intensidade superior ou igual a 100
decibéis é prejudicial 4 sadde. Calcule a partir de que potén-
cia devem ser usados meios de proteccio auditiva.,

<) Dois sons de poténcias F e P, sdo emitidos por uma mesma fonte. Sabendo que a intensidade do pr-
meiro é dupla da do segundo, mostre que E_ = 107,

1

d) Determine o valor de x tal que I{x P) = I{P} + 30.

6. Considere a funcao fde dominio R* definida por f(x) =

log, x. P é -:I-
A sbelsiadosonta Pl e @ ponto do grifico de f com ordenada

2

1 1
A2 B ¢ D.\3

7. Numa fabrica de confecgbes, o nimero N de peas que um operador de

ul
por hora depende do nimera [ de dias de experiéncia, de CatRIGs Iiquiing a

acordo com a lel:
N(E) = 40 - 32 % 9-005

a) Qual o nimero de pegas que & de esperar que um operdrio sem experiéncla produza por hora?

b) Um operario que produza mals de 256 pecas num hendo
que nessa empresa um dia de trabalho tem 8 Imrml:mI ot um prémio de produtividade. 5290

C 1
ter, no minimo, para asplrar a esse prémio? « Huantos dias de experiéncia deve um oper

¢) Exprime t em fungdo de Ne explique o que essa eXPressio representa
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8. O tempo h, em horas, que uma beblda tirada do frigorifico a uma temperatura de T graus centigrados
demora a atinglr a temperatura ambiente A, pode ser dado pela fungdo:

A=

h = 2log, I cendo0<T<A-2

a) Determine A sabendo que uma bebida que fol tirada do frigorifico a uma temperatura de 2°C,
demorou 8 horas a atingir a temperatura ambiente.

b) Supondo que a temperatura ambiente & nove vezes superior & do interior do frigorifico, mostre
que h pode serdado por:h = 4 + |og, T2,

9. A zona de pele inflamada pela picada de um insecto cresce em eirculas de centro no ponto onde

ocorreu a picada. Supde que t segundos depois de ocarrer a picada, a area de pele inflamada pode
ser dado, em cm?, por:

Alt)=a- Iugl(blfr)

sendo a e b nUmeros reais positivos.

a) Determine g e b supondo que seis sequndos depois da picada do insecto a zona inflamada
tem 2 cm? de drea.

b) Os parametros a e b variam de acordo com o tipo de pele e a espécle do Insecto. No caso de pele
de crianca e para uma certa espécie de insecto, tem-se g =3 e b = 2. Quanto tempo depois da

picada do insecto, a area inflamada atinge um sinal situade a cerca de 1,1 ¢m do local da picada
do insecto? Apresente o resultado arredondado ao segundo.

10. ldentifigue o nimero representado por:

allog; 21"E b) log;, ﬁ ¢) 5095\7
dlogs 512 ellogatm'? ; wd)  f309s'2 4lon;\B
I
11.5¢ log, a = x, calcule, em fungio de x:
a
a)log, (4a) b}log, > ¢} logy a’
1 o O
d) log, (8va) €)log; — filog, 2

12.0 nivel do ruldo provocado por uma onda de intensidade x W/m? & dado, em decibels, por:
Rix) = mlng';—: , KER'
a) Se um som & 100 veres mals Intenso que autro, qual a diferenga entre os seus nivels de ruido?

b sc0a em conversa com outra provoca um ruldo de 70 declbéis e a sussurrar a0 ouvido pro-
! seﬁcua“;inp;lidu de 20 decibéls, qual a razdo entre as intensidades da conversa e do sussurro?

Idade de um som para que o nivel desga 5 deci-
¢) Em que percentagem se tem que reduzir a intens
hﬁs? :A;gsume o resultado arredondado As unidades.)

103

d
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lk':,_;- Exercicios propostos

y
]31 'l..““ ITI'."I'Imnl u-f_l leira ‘k “uﬂ““mh!' Al na escala de I:llnl'.'hIEI' Hlmﬂjr 1] I'_']'.i-l:-l:ﬂ“'ﬂ. L 'E“I'H'Igtd Edm. -
Ioule, aproximadaments pela equagho; .

e

aed E [ i
M 3 log _?:5_}':_1-&‘
a) Mostre que M =~ 067 log E - 2,93,
b) Exprima £ em funcdo de M.

<) Caleule a energla libertada i Mriistey
N por um sismo de magnitude 4 e por outro de magnitude 56 ¢
Que o segundo liberta uma energia aproximadamente 251 vezes superior ao primeiro,

d) Calcule M, — M sendo M e M, as magnitudes correspondentes as energias E e £y com E; = 2F (30,
sente o resultado aproximado As décimas).

14,
sem ;:tmrer a :akul&:l:lnra esboga, no mesmo referencial, representagdes graficas dos sequintes Peares ds
funcdes e indique o nimero de pontes em que os grificos se intersectam.

a)flx) = log, x e glx) = x — 1
bl f(x) = log; x e gix) =

€ flx) = log; xegix) = x - 2
d)flx) = log, xe gix) = X2

13. Num Instituta de Pesquisa Ecolagi pequancs
gica estudou-se a relagdo entre o oxigénio consumi
animais e o respectivo peso. Encontrou-se a fdrmula aproximada: : e
logy = log 6 + 0,9 log x
sendo y o volume de exigénia consumido em microlitros por horae x g
a) Escreva a expressio simplificada deyemordemaxea de x em or

b) Se y; é o volume de oxigénio consumida
, aproximagdo as décimas,

pes0 do animal am gramas.
dem ay.

por um animal de peso x,

| 10x, calcule L&, com
€ Interprete esse valor no contexto da relacio desc 'Ir

rita.
16. A procura de um certo produto é dada por;
P=12'-010
a) Como evolul a procura quando O toma valores muito grandes?
B) Exprima Q em funcdo de P e indique o seu dominia, -

as de
mente, por: hals de comecarem a despefar ¢ dada, respectivi-

5 {
haft) lﬂm{ﬂ- 5]{* helt) = log, (8 — 1) 4 2

a) Determine para cada reservatdio a altura iniclal
horas e minutos), 4 da dgua e 0 tempo que demora a despejar (em

b) Mostre, por via analitica, que houve um instanie o
m qu
Igual e indique, em horas & minutos (anedondadg afuﬁﬁ::,‘“'“ da dgua nos dols reservatorios e
o despejo ocoreu tal situagio. Qual era a altura da dguar 5), quanto tempo depois de comegaf

L_ - - a ¥ )
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10S propostos -F'HPJ-

18, 5 log, X = p entdo log, x* & igual a:

AP B.\p C.20 o, J;_
19.5el0g, b = ¢, entio log, \'b & igual a;

S 2 C Ve D. .
20.5elog, 2 = b, qual das expressdes representa logs (4 % 12)?

A b B. b +6b C.3b+1 D. 24b
21.Sabendo que log, ¢ = 3,5, o valor de ¥'*%:2 - log, {%] &

A.35 B. 45 C. 85 D.10,5
22.Sejam a, b e ¢ trés ndmeros reais tais que ¢ = % .0 valor de log; (? b2 ) &

A2 B. 4 C.16 D.64

73, Considere a fungdo g representada graficamente:

Qual das seguintes pode ser a representagao grafica da fungao inversa de g7

24. Seja f(x) = log, (Bx). Qual dos pontos seguintes nao pertence ao grifico de?

n.(n.r'i, %] B. (5,3 + log; 5) C.(3,30g;3) D. {‘E 2)

I\

25, Na figura estio representadas graficamente as funcoes fe g definidas em K por.

fix) = logy #® — 1,5 € glx) = logy ¥-

A abcissa do ponto | &
T B.1,5°
C.52 D.3\3
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0 aluno deve ser capaz de:

« Calcular as razdes trigonométricas de um triangulo (seno, co-se

£ Ere. ftangento & ra-tansets) E
angulo agudao. HJENLE & Co-tagente] of um

* Determinar um dngulo agudo, conhecida uma das razées trigonométricas

+ Determinar as razoes trigonométricas de angulos especiais: 0 307, 450 £0° o OO
. - <7 AN, 93" Gl p Q00

- Relacionar as razdes trigonomeétricas de dngulos complementares

» Determninar as razoes trigonométricas aplicando

: a relacio fundamen
angulo. ental ent

re Seno e co-seno ce um
« Resolver equagdes trigonométricas simples,

» Determinar os elementos (lados e dngulos) de ym

métricas. angulo rectingule

aplicando as razoes trigond-
» Resolver problemas praticos associados b vida real I
« Representar um angulo qualquer num circulg trigonoma

trico,
- Converter a medida de um angulo de graus em radianos e vice -
VIS,
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Revisdo de conceitos sobre geometria
« Teorema de Pitdgoras

« Triangulos semelhantes

« Critérios de semelhanca

| Razdes trigonométricas de um angulo agudo
*Hazdes trigonométricas: seno, Cco-5ena, tangente e Co
tagente

o

. FIH.]:;E;[-; entre as razoes trigonométricas de angulos agudos § 1

| * Razoes trigonometnicas de angulos especials: U°, 307, 459,
60~ p GO°

* ldentidade fundamental da trigonometria

- Uso de tabelas trigonométricas de 07 a B0°

i

* Resolucdo de tridngulos rectdngulos

+Resolugdo de problemas concretos aplicando a resolugio de B
tridgngulos rectangulos

-Frnsu:u{ﬁu de equagbes trigonométricas do lipo sen x = a;
COSX =@ gk =a;ecolgx = sendo a EK e ¥ ¢ um dngulo

4o 1.2 quadrante.
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Revisdio de conceitos

_—— sobre geomefrid
Calcule a hipotenusa (x) em cada oy
{ um das tridngulos. TEﬂremﬂ dE P“-ugums
|
” . Tearema de Pitagoras: num tridngulo rectan-
gulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma E %“b-.q
dos quadrados dos catetos.
= ]

I ci=at+ b |

o —

Ener:ir.ic:-s resolvidos |
-ll—-l-lﬁ

1. No tridngulo [ABC]: AB=9cm, AC=8cme BC=4cm,
Sera que o tridngulo é rectdngulo?

Resolugao
Se o tridngulo for rectdngulo, o maior lado € a hipotenusa e veri-
ficar-se-4 o Teorema de Pitagoras.

B R e ] e —

Entao:
g.‘ = l',n‘ I 4;'
Bl =49+ 16
B1 = 65

Falso, ndo se verifica o Teaorema de Pitdagoras.
Logo, o tridngulo [ABC] ndo é triangula rectangulo.

Figuras semelhantes

« Figuras semelhantes tém a mesma forma,

3 + Duas figuras dizem-se semelhantes quando s3o geometricamente igua |
ou quando uma & ampliagio da outra.
Acerca dos trilngulos [MAR], [LUA]

o [SOL] sabe-se que: » Razo de semelhanca (r] ou escala é o quociente de dois comprimentcs

correspondentes, em figuras semealhantes,

CAIMAR] WA= 30cm
A= 16em  MR=34em - —Ber =1 - asfiguras sio geometricamente iguais.
 £3S0L] S0 = 7¢m —Ser>1-ase -
o=9cm B=Tcm melhanga é uma ampliagao.
i = 35em —5e0 <r< 1 - asemelhanga é uma reducio,
M=12em AlL=37cm - Construcdo de figuras semelhantes: usando a mesma rede, redes dife-

Averigue se s tridngulos rectin- rentes e método da homotetia,

gulos. * Dois poligonos dizem-se semelhantes quando tém dngulos -;Eﬂ”"““i

mente Iguais e lados correspondentes proporcionais.
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Trigonometria

. .Hwﬂ, usando m#fﬁguwlﬂgﬂéum .miﬂlﬂl A digyonal o P I_,-|l.l.|.,.\|r:;i..'..t:
de i el term 143 M T
* ey wey (o Carmpn # 10 M
. #l Caliubs m 1 ¢d. aoulra
f i, o - b oo T
. L
F blila soresimacds 3y déde
T 3 s O il TR
A
4]
[ |
p L
h 1 &
A razho de semelhanga é a razho entre dots lados comespondentes, que .
neste caso & 2, isto &, - .
g K _H X | aam
AT T T A

Critérios de semelhancao de triangulos

.hi {ﬂl‘l.dlt,u: g ML QUE QATan1em a sErreilanga Oe O Lk
chamam-se criténoy ou o de thidnguboy

Dois tridngulos 140 semelhantes w liverem

- Dois Angulos iguais
. Trés lados de um proporcionais a0s trés lados do outto
. Dois lados proporcionas e o ngulo por eles {ormado wgual

o :

| L

| Averigue se os trian-
gulos [LUZ] e [DIA] sho
semelhantes. E
E0cm
r

L]
i son v ;
Resolugio
w_3 . ——— ogp — = — T =— LT
N3 DA w5 o 7 A DA
3

-

L

o
Coma os lados correspongdentas Co% dois trianguios nad a0 propor
e : SR " o LY
cionais os tridngulos NA0 sab €T hantes
. dgm
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UNIDADE 8

7

Observe o AISOL):
L

5 o]
Um outro, /1[MAR], tem dols dngu-
bos kguais, cacka um de 50°.

Serbo semelhantes os tridngulos
[SOL} & [IMAR]? Justifique a resposta.

Observe a figura abaixo.

Sabe-se que as rectas com a mes-

ma cor 530 paralelas,

E

M 8 1:

al Mostre gue os tridngulas sdo
somelhantes,

k) Eriﬂ': 28C e CD = 2 cm, cal-
gule BE,

Averigue s sdo semelhantes of

pares de trlingulos seguintes
Justifique a resposta & indigue a
razdo de semelhanga,

a) c )
AT em ion
P ‘ 1 Tem
Mem (] dom &
k)
P T
i, -
E
™ o N £

. -

I 5. a) Averique se os tridngulos [ABC] B
e [MNF] sao semelhantes. A
50 £
b) Calcule AB.
Bocm
Resolugdo L
a) ACB = 180 — (70 + 48) = 180 — 118
ACE = 62°
MBEN = 180 — [62 + 70) = 180 — 132
o
MEN = 48°
AJABC] ~ AIMNP] porque tém, de um para o outro, dois dngy,
iguais.

b) Em tridngulos semelhantes, os lados correspondentes sig dire.

tamente proporcionais.
0 numeradones sdo o5 lados de um

i rikngishas
_"’fr\_ AB _ 9
A _BC _ cA 17 18
WME PN M g

W Al =""1g

O denominadoees sho o e enmes- o
F pondentes do oo H'-l!ll‘F_'I‘LIE-. -I""I-El = E,E cm

= i e—— = N —

Semelhanga de triéingulos e paralelismo

——

| Tridngulos em posicio de Tales sio sempre semelhantes
| porque tém dois angulos iguais.

Relagoes entire perimetros
e enire areas de triangulos semelhantes

« Se dois poligonos sio semelhantes:
= arazao dos perimetros & igual & razio de semelhanga:

e

P

—E

i P
— arazdo das dreas é igual a0 quadrado da razio de semelhang®
A I

4
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Trigonometria

Ex&rciciﬂ resolvidao R o

: ] j Ma figura:
A razdo entre os perimetros de dois poligonos semelhantes & 12. Deter- W
s (AN /1 1)
a) A razdo entre dois lados correspondentes. Cr o "
b) A razdo entre as dreas. ) =
AN = &cm
Resolugao Calcutex. 8 e
| B
a) o= y . logo - e 12 r == razao de semelhanga
A _ 2 L. —
b} i r logo A 120 = 144 b} Sabendo que;
r e Bl A
' AB = 16
4 Actividade : &
B LV = 10cm
g ! 2 W Jr [ec
Construcio do pantégrafo - sua utilizagao il
0 pantégrafo é utilizado para ampliar cu reduzir uma figura. ? {:

- Corte, em madeira de balsa, duas pegas rectangulares de 22 cm X 2am
e outras duas de 12 cm ¥ 2 ¢m. Com uma lixa, arredonde os extremos
das pegas.

. Em cada peca, margue cinco pontos igualmente distanciados e

fure-os. 11

-Com um parafuso e uma porca, una a extremidade de uma pega
pequena com o furo do meio da peca grande; faga o mesmao com as
outras duas pecas. Com outro parafuso, una as duas pecas grandes.
Fure uma rolha e enfie-lhe um lapis agugado. Coloque a rolha com o
lépis de modo a unir as duas extremidades das peqas pequenas.

 Afie outro lapis e enfie-o no furo
da extremidade da pega grande,
a direita - vai ser o seu aponta-
dor.

A razao de dols lados comespon-
dentes, em dols poligonos seme-
IRantes, & 4, Determine:

a) A razdo entie o5 PErnmaeinns.

B & rarho Enlre as areas,

T e ————— e e =

- Coloque o seu apontador na
figura original e um papel branco
por baixo do outro lapis.

Com a mio esquerda, fixe
a extremidade da pega grande
da esquerda. Com a mao direita,

A ranbo enbne &% dreas de dots feidn-
pusbors sl hanbes & 64, Determine:

vé contornando a figura original NOTA : B A KOBB0 WPE OS PRTATIRECH,
com o lapis apontador. No papel Esta actividade poderd ser b A razdio da ampllagio,
branco aparece uma figura semelhante  qs1izada com a colabora-
a figura original. ¢do de um professor de
Educagdo Visual,
111
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1. Duas vigas metélicas, com o mesmo comprimento &
apoladas no solo, estio colocadas perpendicularmente.

A que altura do solo se tocam as vigas? Explique 0 5eu
raciocinia,

L

2. Sabendo que as cordas de 50 m e 50 m 530 F.araleliﬁ, a que distincia do farol se encontra o turists;

3. Os tridngulos [XYZ] e [R5T] sdo semelhantes.

o TEm o —

Observe a figura ao lado e calcule o perimetro e a
drea do triangulo [RST].

(.
F

4. Observe a figura dada:

C

Calcule o perimetro do tridngulo [ABC],
sabendo que:

AM =6m

AN=7m

MN=8m

BM=3m

i
A " ]

[MN] /7 [BC]

5. Se os tridngulos [SIM] e [NAL] sdo semelhantes, entin:
u

A._Jﬂ= 5em B.IM = 6,25 cm
C.IM= 4¢m D.IM = 3cm

6. As sreas de dois triangulos semefhantes sio S0 mie 125 i
A razho de semelhanca que transforma o tridngulo malor no meany &

S0 B.1 3 : :
A= c. .
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muitas aplicacoes na Engenharia, na Ast

actividade. Em particular, o seu usg &
distancias que sdo dificels ou impossiveis
emplo, distancias sobre o mar, altitude
cias entre pEﬂnEtﬂi

I m muitos outros ramos

Mportante na determinagio de
de obter directamente, como por
5 &M pontos inacessives e distan-

Razoes trigonoméiricas
de um @ngulo agudo

A Trigonometria € 0 ramo da Matematica que es 3
asmedidas dos angulos € as medidas dos lados ge um :rlsl::;urlfnl.ﬂ reoente

A palavra «trigonometria» tem origem grega e significa «medida de
trianguloss.

Nesta unidade vai trabalhar com tridngulos rectangulos, estabelecen-
dorelagdes entre os seus lados e os seus dngulos agudos.

5eno, co-seno, tangente e co-tangente de um dngulo agudo sdo
razies trigonométricas desse angulo agudo.

Para determinar as razdes trigonométricas de um angulo @, usamos
um qualquer tridngulo rectangulo que tenha um dngulo geometricamente
iqual a a.

Todos os tridngulos rectingubos com
um dngule agudo de amplitude o 3o
samelhantes entre i,

__medida do cateto opostoa o
L medida da hipotenusa
medida do cateto adjacentea e
g medida da hipotenusa
medida do cateto opostoa
s medida do cateto adjacente a &
oty o = medida do cateto adjacentead
medida do cateto opostoa @
Estas razbes s6 dependem do dngulo agudo considerado.
O seno e co-spno de qualq LI an gulu agth'.‘-l:-l.'l tomam valores entre
21 e ym,

Trigonometria

Trigono == tridngulo
ol
triangukar
mielria == medida
Trigonometria

'
medida de tridngules

i #0posto a...% & o mesmo
que =em frente a...s.

o efdjacentes...»do
mesmo que unto a...s,
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13

Para o tridngulo [LUA], cople e
complete de modo a obter afir-
maghes verdadelras:

L

Resolucdo :

u A e
P sen =
V2

a) (LU é o cateto oposto a0 dngu- T A
o i Racionalizagdo do denominador em 7

b [LMA] & o cateto adjacente ao
angulba...

€] (UA] € o cateto oposto ao
angulo. .,

d} [LU] & o cateto adjacente ao
dngula.., 1 ; 1 \ T
«cos a0 = —, racionalizando o denominador, vem: —= X —= = &

logo, coso™= 5

T,

_"‘::_l.r,_ entio sen o =

1_l
|

Hl}“=

V2

=

||I|

Pad |

B Racionalizar o denomina-
dor de uma fracclo & tornar
racional o denominadar
dessa fraccio,

-tgu=T1=1 «Colg o T1 |

Ao longa da histdria da ciéncla, astednomos e matemiticos deteni
naram valores para as razées trigonométricas de um angulo agudo pef
processos experimentals que nao eram rigorosos nem rdpidos. Calcularam

14 valores do seno, do co-seno, da tangente e da co-tagente de dngulos, &

- gl'au d grﬂl.l ou Hté dE‘ FI'I-|I'Il.It1: d minu‘tﬂ Er ass_im‘_ Con stru“am tab.Elas.w

Para cada tridngulo, caleule, apro-  tabuas trigonométricas que, durante muito tempo, foram de grande utii
yimands as centésimas, sen a, dade.

£0% o, 16 (¢ & colg

E provével que tenha sid .
| 0 Hiparco o primeiro matemdtico e astrondm?
a coom . a usar tabelas de valores naturais, primeiro 0

} Tabelas de valores naturais
|

Nas tabelas de valores naturais encontra, na coluna da esquerds, ®

52 em ?:sgulns de 0° a 90° e, nas restantes colunas, os valores aproximados 9%
pectivos senos, co-senos, tangentes e co-tangentes
Sdo de facil utilizacio e permiterm: L

1. Calcular valores ap
de um Angulo ag

Uﬂrﬂxlmﬂm do Seno, co-seno, Hnmnte e mmw
0, conhecida a sua amplitude

2. Determinar a amplitude de o
“5eno, tangente ou co-tang mrt"E ‘3“9"'“ agudo, conhecido o seu SEN%

‘ |
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Trigonometria
M

-

B" Exercicios resolvidos

15
i Para o tridngulo da figura, indique
1. Determine, usando a tabela desta pagina: o5 valores exactos de;
-sen 19° ~tg 23° _
solucio Ay
s . S2em
Pela tabela a} sen e, cosa ¢ (g
sen 19° = 0,326 g 23 = 0,424 bsenfi, cosp & 193
cos 20° = 0,940 cotg 22° = 2356 &
2.5abe-se que sen x = 0,36. Calcule x, [ABC] é um trisngulo rectdngule
em A, onde Al = 24cme
Resolugao AC =18¢m.
: a) Calcule BE.
VEl minc b Indigue o5 valores exactos das
0,358 < 0360 < 0375 razbes trigonométricas dos
‘ l dngulos agudos do tridngulo
21° 22° [ABC].
Estando mais proximo de 217, x = 21", =

Constrtil um Endnguls rectdnguio

Extracto de uma tabela de valores naturals: e um Sngubo de 37°.

[ L I . iaeirdacerous |
18° 0,309 » I:I.HI_ S I e 2504 b) O mesma tridngulo que cons-
L Bt e 4 we | STl e nuicne
WP 0,342 0,940 0,364 2605 angulo? Indique qual o seno
oy DSEE 0,934 0,384 ___1""'?5_ - desse angubo.
Fr 0,375 . 0927 DHH _ 2,356

L i 0,351 ] 0,921 0,424 2246 ) 18

. lores naturals completa . 200), Com régua e esquadro. desenhe
No final do livro, encontra uma tabela de va Ptz pag um &ngulo cuja tangente seja % :
Presentemente, hé técnicas de calculo que permitem obter as razbes Dbtenha depols ulm valar aproxi
trigonométricas com tantas casas decimails quantas se quiser, mas que :::::ILI:“:‘:I;I;:J';F Huge recoren-
ultrapassam o ambito deste estudo. )
Seja qual for o &ngulo, a calculadora permite-lhe obter as suas razoes
trigonométricas com uma aproximagao enorme. Também pode calcular
uma amplitude com determinado seno, co-seno ou tangente instantanea-
mente,
Com régua, esquadro @ compassa,

Como determinar experimentalmente desenhe um ngulo:

3
5 ; a) Com seno iguala =,
* Rozées irigunumnlrir.us lguala =

igonométricas do bl Com co-seno igual a 0,7,
Vamos determinar experimentalmente as razdes tr
dngulo de, por exemplo, 38°. Comecemnaos por desenhd-lo com o transferidor;

115
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LS

naturais que se encontra no final
do livio, dé valores aproximades
45 milésimas de:

a} sen 657

b} cos BO®
c)tg 11°
d) cotg 440

-

Utilizando a tabela de valores
naturais que se encontra no final
do livro, indique os valores apro-
ximados do dngulo A, tal que:

8l sen A = 0,945
blcos B = 0,300
cltg P = 11,428
d) cotg B = 1,963

[ T

F¥ )

Usando a calculadora ou a tabela
de valores naturals, cople e com-
plete:;

a)senbl®= _,,

b) cos13°= _,
€ Ig76° = ..
d) sen... =090

e) o ... =0,113

=

Utilizando a calculadora ou a
tabela de valores naturais, diga se
si0 verdadeiras ou falsas as afir-
maches seguintes, sabendo que

0= xs 907
ADssenxs)
B.O<cosvs |
Cigxz0
D.senx =12
E.cosx = 134
F.lgx= ¢

=

do do
depois, de um ponto qualquer P dum la
angulo, tiramos uma perpendicular sobre o outro

Censultando a tabela de valores  lado.

Medem-se os lados g, b, ¢ do tridngulo obtido. Tomando ¢ Milimet,

como unidade de comprimento, temos neste caso:

a=58 b=46 c=35

Lege,

b
mgy:%-ﬂ;ﬁﬂ cos 38° =5 =079

* Uma amplitude de éngulo com

determinado seno, co-seno ou tangente

B' Exercicios resolvidos

tg 38° = £ g

______ | —
1. Desenhar um angulo com tangente g &, em seguida, com o trangfe
ridor, medir a sua amplitude.
Resaolugdo C

Podemos comegar por tragar um segmento [AB]
com 3 ¢cm de comprimento e, por exemplo, a
partir de A desenhar depais um segmento [AC],
perpendicular a [AB], e com 5 cm de cam primen-
to. Construindo o tridngulo [ABC), tem-se tg f=2
e, com o transferider, obtemos para a amp!ilurﬂjrrz
do dngule ABC o valor aprosimado 59°,

2. Desenhar um dngulo Cujo seno seja 0,4,
Resolucio

Comecemos por ter Em conta que

n',4=ir 2

0 5 -Podemosentio

arco int
C.Na tﬂirr;;f:tlz ?AEEEE? ::Hla que tracdmos anteriormente no poT
obtemos  w 230, mse sen C = 0,4 e, utilizando o transfe

—
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gesolucdio de triéngulos rectngulos

para util

izar a trigonometria, num triangulo, deve:

, Certificar-se de que o triangulo € rectangulo,
. Conhecer um lado e um dngulo agudos ou dois lados,

Trigonometria

e —

e
para determinar Conhecendo Utilizando Caleula-se
e
Anguie gudo ¥
N st X b 5
10em «Cateto opasto ao 2 i w7
ingulo x Calculadorartabela de o
wvalores naturals
t4om
T-.;uln aguda x
e -Hlmt!nug m:“' top === %
Cateto 20ACRRA0. | ypetadoranabela de e
valces naturais
Giom
loagudo r
Angulo agu tgx T 12 _ 24
. gem| *Cateto opesto ¢ 3
« Cateto adjacente Calculadorafabela de o7
valores naturaiy
Hipotenusa et 3P sen 307 = =
g | “Anguicagudo 3 =3
‘Cateto oposto 3 €58 | ey pdoramabelade | ¥ sen3t
Angula wabares raturais ¥ = t0em
¥
_ -
Hipotemusa cns 40F cos 407
o | agudo e . o
em .Cateto adjacented | cuicdoeantabela de ' s
esse Angulo valores naturais #e=13em
¥
Cateto ¢ cos 25° it I3
i = Hipotenusa o | cu L o ¢ =15 X gos2%°
» Amgulo adjacente uladora’tabela
4@3 cateto a deteminar valores naturals €= Mem
15.6m
— &
: Cateto ¢ tg 45° L .:_r.'
. - Outro cateto e " m ":?F
- Angulo adjacente 30 | ryioyladoratabela 9
: S | catetoa determinar valores naturals €= Gem

117
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E’ Exerclclios re

« Determinacao de o

12
oSt = —

13
25

Mas ridngulos que se seguem,

ealewle MY cam 2 cd: u = 2261 cd) = 22038
Jcm N
V Caso néo tenha calculadora fara:
12
e T L
mos gue;

al
b
(4]

X = 5 —= Olado o T

* Determinacio de 1R
o0 - 220 35

solvidos

0.923 pela tabela de valores naturais vend

d, Por exemplo;

127 e» x71 = 169

F
M
N 0,927 < 0,923 - 0921 logo 23+ -
» Determinacio de
Pelo Teorema de Pitdeor
M
e 1274 2 = 13 qa it - 132
e X! = 2%
. .
| - Lol A
L] M N

HE"""mi ol || 3&: :

=

T
: 1. Resolver o tridngulo [MAR].
Nos tridngulos q
catoule B -!I':rdun':iz;: ::E::;:_ Resolugio . .
o - Determinagio de MA e de MR:
a) A c i B
th?J-_ T & ?:""[gIT-" MA ==
dem
<> MA =36cm(1cd)
h] ¢ ] i ar ?
(05277 = —— == M~ = —
B MR cos 27
Zem <= MR = 7.9cm {1 c.d)
o « Determinacao de AMR:
g AMR + 27° = 90° <> AMR = 63"
o
Sem h 2. Resolver o tridngulo [RIO).
A 8 Resolucao

230

1443 a2

b, para wxdstir, tem que ser pasitivo.

67° 24'
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Trigonometrio

1 [LER) & um tridngulo rectingulo
em E, onde:

Caleute y, com } ¢ d. o cada m

gyt fradiregualees res TAr et

fLR =317 ¢ ER=Bem
calcular IR, arredondando s

—

centésimas. . ¥
Resolugdo . . -
sen 317 5 > MNotiingulo rectingulo |LER] conhecemon [LR e 0
L cateio oposio a s dnquia
bl
- 8
g = e Pary caleular 3 hipotenoya wlilizamo o seno 14 em
- sen 31° i
[ Lﬂ = 5,53 &m ¥
4]
4.[ABC] é um tridngulo rectangulo em A, ¥
mqueﬂ.ﬁn‘.‘.'ﬂill“ e AB=25cm. 59
Calcular, com 2 c.d., BC 12 em
Resolucao
Cos iz 23 G { orihecemos AEC v o cabirla adjacente & esliv dHl TEH]
B
27
= 25 9 AT g Mk IAnguics Gue W weJuem™
FRL = Para i alcudar @ hupobentisa wililigarrios O E0-5Teh o . o Lk
H {maar, bt i L n

es BC = 295 cm (2 cd)

5. [SUL] & um tridngulo rectangulo em 5
em que SUL = 18° e §U= 3cm.
Calcular 5L com 2 cd.

{ata Cabiulsr t Laleln GpEla ulilizanios & Laiggeisle

ST W R
es 51 = 0,97 (2cd)

119
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= Férmulas fundamentais

Em cada um dos sequintes trian-  Observa o A[ABC] rectangulo em A.

gulos rectdngulos, calcule o
a)
09 em

Pelo Teorema de Pitégoras, &% + ¢ = &’

o 1= 2] (5 =
i

Como £ = sena e £ = cos o, vem
a a -

| sen1u+:;:3u=l 5

igualdade conhecida vulgarmente por «férmula fundamental da Trigan.
metrias, Desta, deduzem-se imediatamente outras:

e i

| senfa=1-cosla | e cofa=1-senta |

Dividindo ambos os membros por cos? a e recordando que:

i Lol - =
=

| | sEna
| = tg a obtemos: talda+ 1=
. I il a8 cos'a

I

|
Estas sao as formulas basicas da Trigonometria, as quais permitem

senfaecos’asdoescritas  deduzir, sem auxlio de tabelas nem de maquinas, os valores exactos de

lhm\rh:'ia.s d-:F [senc)® e todas as razdes trigonométricas de um angulo, conhecendo uma delas!!,
L2 5L b

De sequida apresentam-se exemplos de aplicacio das formulas.

N As razdes trigonométricas

cujo estudo faz parte do
programa do 10.% ano 5o o — -
e = - E: Exercicios resolvidos

2 a co-tangente.
1. 5abe-se que sen x = 0,8. Calcular cos x & tg x sem usar a calculadora.

Resolugao

sen®x + costx = | cs
e 0.8° + coslr =1 o
<0 C05 X

=z ¥0,36
¢ = o4 interessa o vylge positive porgue s trabalharmos
com dngulos agudos,

o cosx = 0,6

Cmutgx=% entdo tgx= 08 _ 4
3

e emem e m g e ——————

2 :
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Trigonometrio

e ————————

2, Seja @ um dngulo agude cujo seno é L, Calcule o co-seno e a tan-
gente desse angule, 3
Resolugdo
Decos’ =1 —sen’ o vem cos? o = 1 —[-L:]l:msiu= ol
ﬁ(ﬂi}ﬂ:ﬂ— : ;
9
= \3
Enﬁn,cﬂsu=‘lgucn5u= S = cosa= %

1

-

Detga = grg~ vemiga 3 t 1_ ou, racio
5y B —— i = r -
— 7 VAR
3
: V2
nalizando o denominador, tga = -

3. Calcule sen e cos f§, sendo fi um angulo agudo e tg p = 4.
Resolugao

1 1
2 : = s in =
Detg!’i+‘[.-.—;—c¢5ﬁ1.rem4+] m cos [} 17

. V17
Entdiocosfi = T:T Louseja cosfh= 7

58 17
SEN _ n |.3_ = 4 CEMN = u
[J'E:__Ev—tgﬂ vem senfi= —

17

Claro que também pode abter o sen [ de sen?fl = 1 — cos?fi.

‘Resotucéio de problemas
que envolvem triéngulos

Utilizando as razdes trigonometricas pode calcular lados de triangulos

rectingulos se conhecer as amplitudes dos seus angulos.

Assim, & possivel determinar distancias inacessivels tals como: alturas

de prédios, de arvores, distdncia da Terra ao Sol, etc.

p—
8
I ] u i

Calcule sen [1, sendo:
1

ajcos i = F

bitgf =25

) tg {90°- = 10

Sendo x um dngulo agudo e Cos x
= [},5 determine, sem utilizar &
calewladora:

al senx
bitgx
gj2cosx+ 3tgx

1

A Margarida afirma que, para um
angulo de amplitude x, encan-
trou;

-l -
SN X = —- € COsX =3

Comente a afirmagdo da Marga-
rida.

32

Com o auxilio de um tridngulo
rectdngulo, prove quee:

cos 30° = sen 607 @
se6 307 = cos 607

3

Sendo x um dngule agudo &
LEn & = i, calcule, sem usar

2
a calculadaora:

a) cosx
b} sen'x + g
c} cos (507 ~ a

121
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34
Calcule a distincia de A 2 B,
sabenela Que o dngulo B é recto,

A

18 km

8 iC

* De um modo geral, apresenia-
mos o5 cdlculos intermédios
com 3 casas decimpis,

35

Sabendo gue RS = 40 m,

ealcule RT ¢ 5T, com aproxima-
CA0 a0 metno,

36

O wvento conserva o fio do papa-
gaio sempre esticado. Quando o
wento mudou, o dngulo do fio com
a harirantal passouw de 60° para
J0r o o papanam qubiu 3 matrog
Qual o comprimdents do fio & a que
allura esta agosa o puigpadaio? (D&
Aproximacdo ao cenlameiio.

2. Um cabo foi esticado entre dois postes, distantes de 45 m, fazendo um

3. Da observagio dos dados da

1. Um aviador voa 200 milhas no rume 53° NE. De quantas milhas p,, .
Este e para Norte varia a sua posigio? (Supde-se aTerra plana),

A

Resolucdo

O rume 53° NE é o indicado na figura. 3N
Para responder & questao podemos considerar o

o tridngulo rectingulo [ABC] com A = 37°¢e £
AC = 200.

AB é o deslocamento para Este,
BC ¢ o deslocamento para Norte.

BL = 567 AT a ET 200 ¥ spp 370

200

Cos 377 = (799 tem-se AB == 159.8.
0 aviador deslocou-se 1598 milhas para Este e 120,4 milhas parg

Marte,

angulo de 18° com ¢ chie. Quando o cabo foi retirado media 475 m.
De quantos centimetros aumentou o seu comprimento?

Resolugao

Estando o cabo esticado, o seu compri-
mento d & tal que:

iy :
d —C0518% < d-cos 18° = 45 <=
45
wd cos 18°

Como cos 180 = 0951 temesa d = 4730 que quer dizer que o compr
mento do cabo aumentou, aproximadamente, 20 cm.

figura, conclua qual a largura
do rio na zona assinalada.

Resolugio

Sendo x a largura do rig, =
60

= g 5292 -'"'_Eﬂr‘itgﬁ-lﬂ_

Entdo, x = 60 x 1,280, ou eja, x = 768m
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Trigonometria

g. Para determinar a altura de um rachedo j beira-mar, fizeram-se
medigdes dos dngulos nos pontos A e B, que distam 20 m um do

outro, focandeo o ponto mais alto da falésia, Obtiveram-se os valores
indicados na figura. Determine a altura h da falésia,

Resolugao

f
Podemos reconhecer que: = tg 50° A
h = x-tg 50°

tg 42°

s g

ou seja

h = {x + 20). tg 42°

h = x-1q 507

x-1g 50°=x-tg 42° + 20 tg 42°

h=x-tg 50° (h = x-1g 50°
- - & P _ 201g 42"
X (tg 50 tg 42°) = 20tg 42 -."': 1q 50° - tg 42°
Jh = 61,809 X 1g 50° [ h= 73661 m
"-'-:l'-!' [ =B |
| x=61809m x= 61,809 m

0 rochedo tem aproximadamente 73,7 m de altura,
9. Num tridngulo de base AE = 20 cm, A =s0°e B = 60° Determine

um valor, aproximade ao mm, da altura do tridngulo relativa a base

[AB] e investigue qual das outras alturas é maiocr.

Resolugao

Seja AH = x; entdo HB = 20 —xe&, 5e CH = h, podemos escréver:

r."l=tg|5!]r= h = x-tg 50°
X - <

h  =1ge0e h = (20-x) - tg 60°
| 20— x

- A H 5

= h=xtg¥5
h = xtg 50° - g N
Xtg 50° = 20 tg 60° — x bg 60° xtg50° + xtg6lr = 201g &0
h= xtg 50° h = xtg 50° h = 14,120

L3 ]
201g 60° n

x (tg 50° + tg 60°) = 20 tg 60° x--ﬁ-ﬁﬁw X = 11,848

i i, A altura relativa a
A altura relativa a [AB] mede, aproximadamente, 141 mm.
(€8] & h, & h, = 20 sen 60° e a altura relativa a [AC] & hy, & hy = 20 sen 50°. Entdo

h!hhl parque mﬁﬂﬂb-ﬂ?ﬂﬁﬂ‘“.

T ——

ey

-

——

—— e

37

Uma limpada fol instalada para
uma festa, como vé na figura
seguinte. O Thago garante que 5b
gastou 16 metros de cabo para
sequrar a ldmpada

Terd razdo?

38

Observe o desenhd d& acess0 @

WM WU,

Calouhe:

al Ahtura do pdar [BEL

b] &Alera do viadulo,

£} A dithnein, em metros, do aces-
0 ALK,

39

A figura representa a determina-
cdo da altura de uma drvore cuja
base & Inacessivel, Observe a
figura e calcule essa altura,
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7. Observe a figura seguinte. -

a) Calcule sen x, cos x, sen y e cos y. Que observa?
b) Copie e complete a frase:

Se dois dngulos sio com plementares, o ... de um dngulo é igual ao

++. do seu complementar, "
8. Calcule os valores exactos de sen X, cosx, tgx e cotgx, em cada um dos triangulos:
a) bl Scm
2cm 4cm
3cm
9, Com a tabela de valores naturais determine (com 1 c.d.) o ngulo x tal que:
a) sen x = 0,05 b)tgx= 3867 clcosx= 0987 ditgx = 0,637
10. Usando a calculadora ou a tabela de valores naturais, copie e complete:
- altg... = 204,63 blcos 35° = ... clsen ... = 0457
; d)sen 89° = .., e} sen 30° = ...
11. Determine a amplitude do angulo AEE em cada um dos triangulos:
a) b) c)
A Tom C B 3325¢m A c
]
17
9 em A0 cm m
B C A 183cm B
12. Resolva cada um dos triangulos rectangulos:
b) c)
a) P
g
3cmi
A 3 4cm 5 cm
B C
13. Observe o tridngulo [MNF]:
a) Calcule os valores aproximados as décimas de PQ e QN.
do grau 5cm o
' b) Calcule PAN, & décima da grau.
¢) O tridngulo [MNP] é rectangulo? Justifique a resposta, W
Ty i
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14, Um poste quebrou num temporal, A
do poste ficoua 7 m da base e a pa
de 25° com o solo, O valor, aprox
do poste, antes de partir, é;

extremidade superior
e caida faz um angulo
mado ao metro, da altura
A.9m

B.10m

C.11m

D.12m

15.0 raie luminoso emitido pelo farol do automével, que estd 68 cm acima do solo, faz um angulo de
1,2 com a horizontal.

Serd que os fardis deste automdvel iluminam entre 30 m a 50 m7?

16.0 macaco de um automdvel é um losango cujos lados medem 25 cm. A que altura do solo se encon-
tra o ponto A, onde o macaco toca o autorndvel, sabendo que « =707
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1% = 5y
1" = g

Equivaléncia entre o sisterna
sexagesimal e o sistema con-

tesimal:
90° = 1000
1 grado = 100" de grado
V" de grado = 100" de grade

0 éngulo abe mede um
radiano se o arco AB Lver
comprimento igual ao ralo
da chreunferéncla.

— .

p— = o

Unidades de medida “‘"’j
de angulos e arcos

As vérias situagties em que usamos hoje um sistema ﬂumérim,mg"
mal, ou seja, de base 60, sto é, tendo como base o nimero g9 em 'l'&:'*
nimero 10, sio vestigios do sistema de contagem babilénico, g %
mais comum e a forma como contamos o tempo: uma hora tem 60 Mgl
um minuto tem 60 sequndos. Também a medigo de dngulos pode Ser s,
no sistema sexagesimal, isto &, em graus.

O grau € a unidade base do sistema sexagesimal; cada gray ey, "
minutos de grau e cada minuto tem 60 segundos de grau:

1°=60'el" = 60"
Um grau pode ser definido como a nonagésima parte de um e
recto, ou seja, se dividirmos um angulo recto em 90 angulos iguais, cah
um tem a amplitude de 1 grau.

Para além do sisterna sexagesimal, existem outros sistemag utiliza

dos na medicio de dngulos, tais como, o sisterna centesimal e g Sigtems
circular, i

(O sisterna centesimal, cuja unidade & o grado (9), foi introduzidg e=

Franga na época da Revolugao Francesa (ao ser adoptado o sisterna méx
o). Actualmente quase nio é utilizado,

Pelo contrério, o sistema circular & aquele com que habitualments u
trabatha em trigonometria. A unidade de medida & o radiano,

Lo

Como fazer um radiann? I
MNesta actividade,

Actividade -

que deve ser realizada por pares de alunos, sio preck

505 UM 'E'UP‘UJ uma Ia'.—a (=10} um I]ratﬂ_ f'm ou Co rdEI e marca dar-
Dwisrhe f
O wm mi?l;::num. Localze O tentio e marca Volte a colocar @ (opo ¢ afvDe

@ Pk nafm i, oo 8 woliy ds bane do aape |
ansinalanda o4 dai pontos h g8 |

Sodre 4 pepunfendtdd !

LIy O OO0 O Gl |
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Trigonometria

== = | e & T

e — = ———— e e

0 radiano € uma unidade de medida da amplitudes de dngules que

comprimento de um arco de a

raio

e — - .

L= ¥ *Efﬂrdadﬂemgmu5

360 1802

»ar seafor dado em radianos

um arco de circunferéneia, A correspondéncla 180° — w

mplitude o numa circunferéncla de  rad ndo quer dizer que = =

180 (o que, allds, & falsa). Signl-

E—— fica que um dngulo que mede

180, em graus, mede = (~ 3,1 4)
am radlanos.

1

Area de um sector circular de amplitude « num circulo de raio

"

3507 “2 o fordado em graus

A
S se o for dado em radianos |

e e B
- T

Para além da simplicidade do cilculo do comprimento de um arco
de circunferéncia, o radiano apresenta outras vantagens. Ao nivel do

nosso estudo podemos destacar:

-0 radiano € uma unidade maior que o grau e, por isso, permite tra-
balhar com nimeros mais pequenos: um &ngulo que, em graus,
mede 1 000, em radiancs mede, aproximadamente, 17,5,

« O sistema circular & um sistema decimal (tal como o nosso sistema
de numeragao, monetario, ...).

» O cdlculo da drea de um sector circular também se torna mais sim-

ples.

Conversao sistema
sexagesimal/sistema

circular

De um modo geral, para converter graus ¢em radianos ou radianos em
araus, basta estabelecer uma proporgdo, usando por exemplo, a corres-

pondéncia:

180° = x radianos

comprimento da circunferéncia _ 2ar

= = 2w

Com
" raio

uma circunferéncia contém o seu ralo 2n vezes e tem-5e;
360° = 2xrad e 180° = mrad

As correspondéncias seguintes
£30 equivalentes & anterior.

+ 180° == sy rad [~ 3,14 rad)
-m"q% rad (= 1,57 rad)

-zmﬂ_.% rad (= 4,71 rad)

B oigdf- L5 sl
f

E o mesmo que escrever;

=]
=

Jome
|

kA
b

—— _,r@; -

I vad =

2

]

ﬂ*l!i' Mih’
g
|

_lflnl =l

ez
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UNIDADE g

s resolvidos

'.'_‘ﬁ"‘ 1. Conversio de 15° em radianos.
Complete a seguinte Labela; Resolucio
o G | madenen ) 180 —anad Ii;;#a:%g.:{l,
e = 158 —x
e I
200" 2. Conversao de —- rad em graus.
8 a Resolugao
| N LI
; !——--E-:n:rad X = e 1350
60
i %
- 3. Determine a medida em radianos da amplitude de um sngu
0
[ W ] 1005, gulo de
Resolugdo

Se x & a medida em radianos estabelecemos a proporcio:;

180° — n rad
: S8 _ 10P X 5
o 100= xrad o X = -FE&‘ o X T rac |;.u|;|i5. ]!:E _-E

Converta em radianos: Também podemos dizer que x =~ 1,74 rad substituindo 1 por 3,14,

a) 60
c) 45= 'a-l M rad h]ﬁ m
d) 240+ 5

Resolucao

a)mrad — 1800 5 - 02 % 1800 36

0.2 rad — 5 kel kol
o b)arad — 1800
i 2 7 x 1800
cafad—g x93 - T :

Comerta erm graus: = ex = 2 X 1800 72

& =- mad 5,V
[/ . Yamos mostrar que 1 ;
- 57017 45", ;. fadiano corresponde, aproximadamente, 2
- rac
T Resolucio
€] 3,14 rad o rad — 18070
1 rad — 1800 X |
" i L ’ e o X=57,2958"

ou se
u Jﬂa usandn {ﬂu rl-'H::l a% pl::{l.'nnthlid;.dﬂ dﬂ calculadora,

X= 5717 aa g1
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6, Uma circunferéncia tem 5 cm de ralo, Determi
um arco dessa circunferéncia de amplitude:
a) 160° b) 1,5 rad

ne o comprimento de

Resolugdo

a) Temos que estabelecer a proporgao:

3'50"" — In5 (Perimetro do i
o
160 — € circunfertncia) seja, comprimento da
o 160° % 10
=T 3ppp = C=14mm

b) Como 1 radiano corresponde a um arco de comprimento igual
ao raio da circunferéncia, para obter o comprimento de um arco
de 1,5 rad de amplitude, basta multiplicar 1,5 pele raio da circun-
feréncia:

c=15X5=T75cm

K Kol

6"4 3
Consideremos um tridngulo [ABC] em que um dos angulos agudos

mede 30°. Desenhemos um tridngulo rectangulo auxiliar [ABD], obtido

através de uma simetria de eixo AB.

Razées frigonomeétricas de

A
30° 30
i i 0 Bl
c B c B D

0 tridngulo [ACD] é equildtero pois tem todos os dngulos internos
iguais. Designemos por x a medida de cada um dos seus lados. Entdo,
B=Bp=2X

.ﬂ.pli-:an:'.':lu o teorema de Pitigoras ao triang ulo [ABC] tem-se:

AC? = BC? + AP ﬁ-x‘]=[-‘;—}l+ﬂi <«

a-;ﬁ:-xa-"? <=
:ﬂi-il:i =]
#E=\@ -
.-IE='E—%! gl

Trigonometria

Numa circunferéncia com o raio
de § ¢, qual & a amplitude, em
radianos, de um arco de 10 cm de
comprimenta?

I“.

O perimetro de uma crcunferén-
cla é 127 cm. Qual é a amplitude
de um arco de circunferdncia
com 3 cm de comprimento?

45

Muma circunferéncia com o ralo
de 4 cm, quanie mede um anco
de amplitude 2.5 rad?

Relembre que, em qualquer
tridngulo, a Angulos iguais
opdem-se lados iguals,

129
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3 © ¢ 0 3ngulos

complementares visto que

My K o K
R T

Dois dngulos sdo comple-
mentares quando a soma das
suas amplitudes & 90% se um
deles mede a® e o outro mede
P® terd que ser:

o + [{* = 90, ou Seja,
ﬂ“nﬂﬂ“—u"

sendo a e B dngulas com-
plementares:

sena = oo B

cosa = sen g

. <

Ny
] e

e ———— ———— e ——
-,;.&H

t
Determinemos as razbes trigonométricas de o (30°):

n

Os valores das razbes trigonométricas de = (607) podem obtersa 4,

modo andlogo, considerando o trigngulo [ABC] ou tendo em atencio qu
x

. . — 1
sena 05 g = cuss SE"5=3
43
Hn— ——
3 2 23 X i
Q== = o = ee— = N T —
g3 - 0 2 V3 cotg 3 =3
2

Utilizando o mesmo tipo de raciocinio @ possivel calcular as raztes

trigonométricas de ; {459):

c
450
viy
¥
M 45°
A ¥y B

Desigl'lal‘ldu por }"Cﬂlii um dos catetos do tri lo Isfsce-
les [ABC] obtém-se: 0 tridngulo rectdngu

BC? = AC? + AB? ﬁﬂflajﬂ-},& - RIEI}"I#
@ BC=VI? <« gT=zy

Assim,
R T J2
4 VT Xy "Cos T =5 71
= 2 a
'tﬂ'3=;&r='l ®_ 2
N s cotg = =

—
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Trigonometria

F .
3 = %
sen = ik el
2 R
Cos ._ﬁ_ oz 1
2 =Y ¥
g V3
3 ! 5
cotg 5 : 3
S _3- |
Generalizacéo

da no¢éio de arco e de éngulo

As velas do moinho de vento giram no |
sentido dos ponteiros do relégio ou no sen-
tido contrdrio conforme a orientacio em
que e encontram. Cada um dos suportes
das velas descreve um circulo ao rodar em
torna do eixo.

Designemos por P o extremo de um dos suportes, tal como indica a
figura sequinte (A).

A B .’;I
%, FIIII IIP
R

Quando as velas giram, o ponto P vai tomando diferentes posicoes

sobre uma circunferéncia.
Se o vento fizer girar as velas de modo que o ponto P tome 2 posicao

T
Py (B), tera percorrido um arco de = rad (90°). Assim sendo, o angulo

descrito pelo suporte de extremidade P é um dngulo recto.
0 4ngulo formado pelos suportes de extremidades P e

Angul ad.
; ;uﬂ: :1 :;t;';; uma volta completa, o seu suporte descreve um

angula de 360° que se denomina dngulo giro.

Py diz-se um

6
Caloube;
X

i =
a) 2 cos 3 2sen &

1
b) tg 45° ¥ sen 60° X T

FRelembre que o dngulo so cen-
tro e o arco correspondente
t8m a mesma amplitude.,

A um dngubs euja amplitude &
zero chama-se dngulo nula,
Corresponde b situscio em
que o ponta P ndo <o desloca
da sua posigho,
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Em todos os casos referidos as velas giraram no sentido CONtrgr,
dos ponteiros do relégio - sentido pasitive. 5& 0 movimentg %
tivesse sido efectuado no sentido dos panteiros do reldgio, o pn:“it
estaria a deslocar-se no sentido negativo. "

DN D
RN

E Exercicios resolvidos
I-l-l—l.-lu—.._,.._-h

1. Que posicido ocupard o ponto P se descrever um arco de ampi-
tude — ;-?

2. Para que posicdo se desloca o ponto P, se percorrer no sentido ne-
gativo um arco de 1 17057

3. Qual o angulo que se obtém quando as velas descrevem duas voltas
& um quarto no sentido negativo?

4. Para onde se deslocara o ponto P se descrever um arco de ampli-
tude 5n?

5. Quantas voltas serdo necessarias para que o ponto P descreva um
arco correspondente a um angulo 3x7

6. 3e o ponto P, se deslocar até ao ponto P, passand
| A o pelo ponto
qual a amplitude do arco descrito? L PR b

Resalucdo
Oigem | Bdremidade | Sentido/Amplitude |  Numero devolas |
1. P , ® 1 et 1
_ P - 1 quarto de volta

i Py P, =1 1702 ey 3 voltas e um quarte
P e i Gltaa 0
3 Py _S5n 2 voltas e um quartd
= TN T— it

- v ncit] f‘:_ i S 2 voltas e mela

= v a B

g, fl_ . in 1 violta e rreia

| 6. Py Py 1980 5 valtas e mela

e

—

m d
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Trigonometria

p— -

Repare-se que as amplitudes consiq

eradas
qequinte forma: podem ser escritas da
N LT
= T 2.=1170° =~90° — 3 x 3600
o w
ey g TeRam 45r=m+ 2%

=g+ 1X
BIE=E ] K 6.1980° = 1800 + 5 x 360°

Cada um destes trés primeiros dngulos pode ser escrito como — -~ + K2,
podendo 05 restantes exprimir-se como x + k2x, 2

Generalizando, a amplitude de um ingulo qualquer a pode ser

com um miltiplo, positive ou negativo, de 2x o+ k X 211), clonadas k voltas no sentido

negative.
Ou seja:

a=a+ 2kn comkE Zeac]l, 2x| i

No sistema sexagesimal ter-se-ia:

i

e e

a=o + 360°%kcomk € Fea £ J0°, 360°[ |

Circulo trigonométirico

Consideremas um angulo com vértice no centro C, as circunferéncias
€y Cye Cy e 05 tridngulos [CA, B,), [CA; Bl e [CAy Bsl.

[A; Bi] L[By C]
[A; B3] L [B,C]
[A; B3] L [ByC]

Sendo o um dngulo comum 20s trés tridngulos, tem-se:

i _AE AR

medida do catetoopostoaa _ F 11
s, (B, CB
mEdHﬂ do ":ﬂt'Etﬂ' 3d||ﬂ-|:E'|'“E an = —cﬁ- l=-gl-;.1' = —E:T!r
i medida da hipotenusa CAy 1 4
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=1 1x

&= P
y=seno

Uma vez que, por construgo, a hipotenusa de cada um dg, |

coincide com o ralo da clrcunferéncla correspondente, o Hkuhm

do co-seno torna-se muito mals simples para uma clrcunferénciy ﬁlrai.“
Por exemplo, se a circunferéncia ¢, tiver ralo 1, Isto &, se Chy = 1,

e 8, —
Hﬁﬂ=i,|"§"=ﬂ;ﬂ; C05m = ] t'l:ﬂ';

Assim, num circulo de raio 1, o valor de seno de um 3ngulg 30 centry
Igual & medida do cateto aposto. Da mesma forma, o valor do €5 gen, i
igual & medida do cateto a djacente,

Tomando apenas a circunferéncia C; {cujo raio é 1) e desen -

outro triangulo rectdngulo [CM, M;] (ver figura ao lado), podemas Hm.
que:

medida do cateto oposto a « _ MM, = MM,

medida do cateto adjacente a CM; Do

tga =

ou seja, o valor da tangente também pode ser determinado a partir &
medida de um segmento de recta.

Portanto, para facilitar o estuds das razoes trigonométricas da =
angulo de amplitude qualquer e a visualizacdo das relagdes existenty
entre razdes de dngulos diferentes, considera-se habitualmente um ciroue

de raio 1 centrado na origem de um referencial cartesiano. Este instrumen.

to matemdtico - circulo trigonomeétrica - & bastante util na medics s
que permite uma visdo global do comportamento dao seno, do co-sena, &
tangente e da co-tagente de qualquer dngulo. Para issa, o angulo deve wr
desenhado com o lado origem coincidente com o S@Mmi-gixo pasiteo O
traganda-se depois o lado extremidade de modo a obter a amplitude dese-
Jada, no sentido pesitive ou no sentido negativo,

O facto do circulo de raio 1 estar associado ao

referencial cartesane
permite uma leitura mais ficil das medidas dos

segmentos.

Seno e co-seno de um angulo «

seja Pa ponto de intersecgio do lado extremidade do dngulo a com?
crcunferéncla que limita o cireulo trigonométrico:

¥

-
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Trigonometria

¢ importante sallentar que existe uma co
sa lx) do ponto P e 0 co-seno do dngulo g e
o 0 seno do mesmo angulo,

rrespondéncia entre a abcis-
entre a ordenada (y) do ponto P

Quando se refere q“:t:dm
12 angulo estd num determinado
i guadrante significa que 0 seu
lado extremidade & um 52g9-
mento de recta situado nesse
gquadrante.

Mo caso do 3.7 quadrante, por
Pelo facto de estar associada a ordenada ao seno e a abicissa ao  SXemPplo, ter-seia:

co-5eno, a variagio de sinal destas razdes trigonométricas & a sequinte:
T

w 7

o d®
30 490 Q. Q o

=

tinal do seno sinal do co-seno Averigie se @ verdadeira ou falsa
o seguinte afirmacha; «A desigual-
dade sen x - cos x < 0 50 se verifi-

vﬂl’iﬂgﬁﬂ' dl:l seno e do co-seno ca para dngulos do segundeo
drantes
1.2 Quadrante 2.2 Quadrante s

" \ 1
)

x Na tabela seguinte estio
reglstados os valores do seno
# do co-seno dos dngulos

cujo lade extremidade coin-

04870 cracen & 0 co-seno decresce. 0 seno decresce & o co-seno decresce. clde com os elxos ordenados.
4.0 Quadrante o
2 Quadrante o A m“—\
d i} 1] 1
Fi ]
Frl R 0
¥ Ly 0 =
3 =
e > 1 1] ]

0 senc decresce e o co-seno cresce. O seno credce & O CO-5EM0 Cresce.

135
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co-seno pode concluir-se ue |

Analisando a variagéo do sena & do
para qualquer amplitude do angulo o

48 Rp——

Em que quadrantes: I -1=sena=1 1

2] 0 seno ¢ o co-seno tém o I —
mesmo sinal? e

b} O seno é crescente e o co-seno — I
¢ negativa? r —1=cosa=1

Repare quedn, 6z, —2x, —10,, Periodicidade do seno e do co-seno
etc,, sho também perfodos do
se00 ¢ do cosencs N entant, Quando se comparam os senos e os co-senos de angulos gue tém o

quando se refere o periodo des- fi e o mesmo lado extremidade, observa-se que:
S TN T s 3 mesmo lado origem

habitual considerar-se o menor sen a = sen (o + 2n) = sen (& + 471) = .. '
de todos os perfodos positivos. cosa = cos (o + 2m) = cosa +4n) = .
. | sena =sen (o + 2kn), KEE
. . cosa=cos(a+ 2kn), kKEZ
I 1+
. Assim, diz-se que 2x é o perimetro positivo minimo do seno e do
CO-58N0.
| :
Tangente de um aGngulo o " ;
Tity)
Consideremos a recta t, tangente ao 1
Para facilitar o estudo da ta 3 d
;:u ih .H:m wragar no c; circulo trigonométrico, no ponto de coorde-
culo trigonométrico a recta t,  nNadas (1, 0) e o ponto T onde esta recta h
que se denomina poreixo das  intersacta o lado extremidade do dngulo e, x
tangentes. /
T 0 valor da tg « corresponde 4 ordenada do ponto T isto &
Indigue um guadrante em que: ponto 7, 1510 €, ¥y.
a) O seno sejb decrescents ¢ 0 CO- 1.2 Quad
LEND Seja negativo. CH.I rante 2.5 Quadrante
b) O seno e o co-seno $ejam de- ;
prESCEmtes ¥ ¥
o ng
A tangente obtém-se prolon- a = _ e
gando o lado extremidade do i F
Sngulo até intersectar o eixo o L
das tangentes. 4

BEEEED 4

Digitalizada com CamScanner



Trig onometria
3.2 Quadrante A sl
¥
1 r r‘ E H.-
- f Num determinado quadrante, o
‘ te.
¥ co-seno & negalivo e crescen
G A !‘r“\' Hesse quadrante:
N ;g% A. A tangente é decrescente
B. A tangente & negativa
C, 0 seno ¢ crescente
D, 0 seno & negalivo

38 120,
Através da utilizacio do eixo das tangentes podemos concluir o sinal ?"/ _h ;

da tangente. { j
1uq. -lFﬂ'-

Variagdo da tangente

sinal da tangente

1.2 Quadrante
¥
L+
L~ L
4L A N Identifique os guadrantes em
i X ¥ gjuee:
a1 0 ¢o-sena e a tangente @m o
priEsmo Sinal.
b) Tedos os dngulas tém seno
malor que a langente.
3.2 Quadrante
i Para &ngulos cujo lado extre-
midade coincide com um dos
’ elxos coordenados, o compor-
43 7 tamento da tangente € o se-
o guinte:
5 : ;
M [t o |
o 0
™ t
7 Mo definida
Como se pode ohservar nos esquemas apresentados, a tangente ¢ * ¥
7 drantes. 33 | naodefinida
Crescente emn todos os quadra . 2
o 2% nao existe Interseccio
No caso dos dngulos de amplitude 3 € =5 B
entre o ado extremidade e o eixo das tangentes {uma vez que 540 rectas
Paralelas) pelo que no & possivel definir qual a tangente destes angulos,
137
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—

52
:: Identifique os quadrantes onde:
|| ) O senc ¢ a tangente tho negati-
! WO5,
| bl O co-seno cresee e o ieng é
i negativa,
. cl A tangente & negativa ¢ o co-
~SEN0 positivo.
d10 seno cresce 2 o CO-SEng
decreges.
€1 0 produto do seno pele co-se-
| N & negativa,
l!
i A co-tangente de a pode defl-
i nir-se por
abcissa de P
| oolg o = —
] ocrdenada de P
€ nlo estd definida se os pon-
tos tém ardenada nula,
-
| | 53
Dotermine
102
T
. b) 219 1 095 + g 900° — tg [~ 1059
_' sabondo que g 15¢ = — 2 —vi

TR

0 faco de tg @ = S22 vem confirmar esta conNclus3o, 4 que
T n

tﬂii‘=€ﬂi'§'“‘u

Para dnqulos do 1. quadrante com amplitudes cada vez my;,
mas de % ou angulos do 3.° quadrante com amplitudes cads vz
préximas de %, a tangente toma valores positivos sucessiy,
malores tendendo para +s=. Para é:;lgulﬂﬁ do 2° quadrante cop amy |
tudes cada vez mais préximas de = t;; angulos do 4." quadrany, vl |
amplitudes cada vez mais préximas de = a tangente toma Hl%“ﬂﬂi
tivos sucessivamente menores tendendo para —ee.

Periodicidade da tangente

Pela forma como a tangente de um angulo € representada ng
trigonométrico na recta das tangentes, é visivel que qualquer anguly gy
tenha, relativamente a o, uma diferenca de amplitude de 1 ou de um gy
tiplo de , tem a mesma tangente.

tga=tgla+al=tgla+ )= ..

Generalizando: -
' tga=tgla+ k) kEZ |

Portanto, x é o periodao positive minimo da tangente,

[E' Exercicios resolvidaos |

Investiguemos se s3o verdadeiras ou falsas as aﬁrma;ﬁ-é-s seguintes;

a]Eﬁ-E[—m-;E];tgﬁ}ﬂh:usﬁﬂ:U
bIYBEI0Atg(S +8) = tgp

Resolucao:

a) Para que um dngqulo pertenca ao intervalo exigido é necessario que
o seu lado extremidade estejanos 37, 4" ou 1” quadrantes
Atendendo a QuUE 0 co-seno é negativo nop 2° e 3 quaﬂfﬂ nias &
que a tlangente € positiva ng 1. £ no 37, existern realmente dngu

Iﬂ5 - I L - -
aﬂrma?:nmnns do 3" quadrante - que assoguram a veracidade da
+ @ UL se pode confirmar pelas figuras sequintes:
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Trigonometria

O ——————

== - —

g

b) Se B € 1."Q. o dngulo de amplitude -} + [ situa-se no 2.° qua- _
drante pelo que as suas tangentes jamais poderiam ser iguais i_“ | —

visto terem sinais contririos, Se  estiver entre :;. @ asuatan- | Mo clreulo trigonométrico repre-

gente serd negativa, enquanto que _2’5 ¥ B, siubindioss v 37 mmumln?ulu-iem que:
quadrante, terd uma tangente positiva. O mesmo se pode obser- :]]:En = ﬂ_‘i
g i =

var nas seguintes figuras:

Conclui-se assim que a afirmagdo é falsa.

- sinal das razdes trigonométricas depende do quadrante a que
pertence o lado extremidade do dngulo.

¥ Eo-3En0

- Para determinar as razes trigonométricas 0%, 90°, 180°, 2707, obser-
va-se no circulo trigonométrico as coordenadas do ponte associado

ao respectivo angulo. g
I
1)

CO-SEN0

-1 m&ﬁ% ”‘]-Em

H_fﬂﬂ :ru}" L
=500

-1
H]ﬂ.. =1
end
Lo-§en0
Assim, por exemplo:
* 5en E;ﬂ“ = =1 s C05270° =0
+ 19 270° ndo existe » cotg 270° = 0
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Sabemos que o seno de a é igual a ordenada do ponto assogjag, ,
co-seno de @ é igual 3 abcissa do ponto associado. Consequentemey,
eixa das ordenadas &, no estudo da trigonometria, muitas vezes deﬁgmd:
eixo dos senos e o eixo das abcissas por eixo dos co-5enos.

A linha vertical que contém o ponto (1, 0) é 0 eixo das tangentgs .,
(0, 1) é o eixo das co-tangentes,

linha horizontal contendo o ponto
¥

= Ein das t-HI'I-IEﬂIE:S

Eixo dos senos
De acordo com a figura podemas afirmar que:
—1ssenxsle—1scosxs1

As razoes trigonométricas tangente e co-tangente, de acordo com as
suas definigoes, podem tomar qualquer valor.

Nio nos podemos esquecer que:
. A tangente ndo estd definida para x = 90° e x = 2707
. A co-tangente ndo estd definida parax = 07 e x= 180°

Razobes frigonomeiricas
dos angulos 0°, 920°, 180° e 270°

Tendo em conta as definigdes das razbes trigonométricas e de circulo
trigonométrico, facilmente poderemos construir o quadro seguinte:

5 | Senc | Co-seno | Tangente Iqulng-!rﬂﬂ
55 | ei0rd) | 5 [ | : 3
simplifique o mais passivel 3 ex { n } . ==
el rad 1 1] L 0
f;n[—l.:rl- 3sen (x — 29) b . e
180% [ rad) | o =1 0 —
3x -1 [ =
LW{T m:l” 0 .l | 0 3
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"”Zﬁn ao 1.° quadrante

Red
Q licando a simetria do circulo, podemos determinar os valores das
(32065 trigonométricas de angulos pertencentes a outros quadrantes no

'1 1.0 quadrante:
" Angulo no 2.2 quadrante Angulo no 3.2 quadrante

e

sen(m— a) = sena . senim + a) = —sena
cos [ — a) = —Cos o cos(m+ a) = —cosa
tgimr—al= -0« tgir+al=tga
.:u-tg[rn'—a:l=-tutgu' cotg (w + a) = cotg & |
Ang uI:nu_ﬂiP quadrante : Angula no 4.° quadrante _

gen [—a) = —sena

Eﬂu:::;: :;:: mii*-]:r!=tfiﬂ
tg(—a) = —tga
gl —a) =192 I :‘.‘gﬂt'l_-'lli'—tﬂF—cﬂtgcr

cotg (2 — a) = —cotg @ g
Angulu_n; ‘ﬂ;ua&.ra n't-E‘ | Iﬁ-ng'u:u noie qu:l{jr:'ll"lt_ﬂ-"- _i
e —— — —_ = — - | rl_

¥
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e - R 1:v.'+-|:|: = —ns
T
Determine com 2 ed. o valor de tﬂs(in—u)=—$1!nﬂ m;(in-l-a) =S8N i
xE fp 2 , 2 2
}'I:T[qutsatlﬂ.a;l.
Alcos k= —08 3 3 L
fgl=n—a|=colga —a+a|= o
B i 28 ﬂ(z m r.t) g tﬂ(z ) —cotg
3 e 3
colg Eﬂ'ﬂ—tﬂﬂ mthr:+n: =—tga
1. Calcule o valor exacto de:
N 7 22n _3
a) cos 6 b]lsenT citg 3 d]sen( 2"]
Resolucao r
- 5n ¥
a) cos 2% = cos a-E)= —cost=- 22 )
6 { &) 6 2 i

4

| 225

d}sen(— %k —u-nﬁ;- - _m( t %]

h]sen?—"=sen(2n——)=5en[—'—)=—5en%= -

o B -i(re+3) (e 3)-u(3) -5

n
|
]
=)

W I
[
|

—
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calcule o valor exacto de:

Ed
m[ 2 +“)“2““‘"+ﬂl+tuiu +

Resolugao

Sabemos que sen (1 — «) = sen «, logo sen ; Carng mn( ; * “} i

.- [ & . il i
sen e tg (o + ) tge, a Expressao dada g equivalente a cos a + 2 sen w4+ tg . A deter-

minagdo de cos u, conhecido sen «, faz-sp recarrendo & formula fundamental de trigonometria:

a = —_ E II 3
Decos‘c = 1= sen” a vem cos? g - ]_('3"] S : R 1.,_3&

1 Ve
0 V8 B

Comoa € 2°Qcosa = - “-jfﬂ— e g . SN

i = . VB .2 NE - 11vE
ntao, o valor da expressao é — ' + = - ) L
e P 3 F K 2

(]

1. Determine um valor aproximado as centésimas do valorde o € ] ; n[ que satisfaga;

alsena=08 bitga= =07

Resclugdo
k=053 053

a) Fazendo sen ' (0,8) obtemos o valer aproximade 0,93

a
! e
2|

que tem seno 0.8 mas que estd no intervalo

O valor de o pretendido é a1 — 093 =221,

b) Fazendo g ' {—0,7) obtemos o valor a[}rnximndn ~0,61 o ‘

--';,1:-1. 4

1+ n —2,53.

pertencendo este valor ao intervalo

A resposta pretendida é x = 0,6

4. Determine o quadrante a que pertence um angulo x acerca do qual se sabe que:

3x
qen (v +2) <0 A sen (3 - 1) <0

Resol
o sen ¥ +- 0 < senx < 0 e porque

= () e=cos X< 0. g

Como sen (x + %) sen & lem-se

LT (;1?5 -X)= - oS X, t.'rm-ﬁl} CO%X -~
2

Sendo o seno negativo e 0 CO-SENG negativo, o dngulo s6 pode estar 35os

no terceiro quadrante.

143
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UNIDADE 8

57

Aesolva a3 sPguinies equagies:

alsenx=10

b) 2 senx = V3

)
d)

1+senx=2
—3senx _ 5

e

m— = S EEE——

Equacées trigonométricas

As equacdes trigonométricas podem ser resolvidas quer no univers,
das amplitudes de dngulo (expressas em graus ou em radianos), quer
universo R, quer em qualquer subconjunto dos anterores.

Jd em exemplos e exercicios deste livro resolvemos Varias equagges,

de um modo geral, em intervalos limitados.

Vamos trabalhar, preferencialmente, em R, mas o Eﬂ"_'lfnhﬂ a seguir vaj
ser idéntico ao que usdmos até aqui: recurso ao circulo trigonométrico e 3
simetrias e recurso a calculadora quando trabalharmos com valores aproyj.

mados.

Ya
1. Problema: Determinar as amplitudes 1

demdmmanguhan&umé%. _E
-- _ﬁ. -

Resolucao 3 .
Pretende-se resolver a condigado \ J
1
senx = —, =
2

Comosen = = L entSiox = g & uma solucdo da equacio dada,

Mas esta ndo € a dnica solugdo da equagdo, o que se pode confirmar
recorrendo ao circulo tigonométrico.

¥=m— E =%—‘rambéméummlu;&ndaequa¢éupnissen§:- = %

Comao o seno tem por periodo positivo minimo 2x, a equacio sen x = -;—

tem como solugbes todos os dngulos que se podem obter a partir das expres-

shes:
I:

o=

+Eﬂkvr=(n—%)+lnk. ke Z

Conclusdo:

senx=senassx=a+ 2tk kE L v x-:'l:-{:+2::k,_.l-rE.Z;

Ou, B graus,

e ———

SENX = SeNQ <> X = l:;""-aﬁ:m'hké.z'-,;.l' x; 1_51_;1# -a+ 360k keEZ
ou ainda, sendo a £ [=1, 1]

e e e

senx = a<>x=sen (a) + 2nk k € fu ¥=1x — sen-) {a) + 2nk kE X

ou x = sen”'(a) + 360%k € Z v x = 180° — sen”' {a) + 360°% k € Z

sendo sen™ (a) um valor que tem seno lgual a a.
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Trigonometria

E,;er-:iciﬂs resolvidos

pesolva 35 equages:
a}sgnj=1 b) sen (2x) =1

Resolugao

3) 0 ponto A € o dnico ponto do circulo trigonométrico que tem crdenada 1. 56 05 dngulos gue tem o |
lado extremidade sobre OA tém seno igual a 1. Uma medida do angulo
XOA & 90° ou % rad. Como a cada &ngulo corresponde uma infinidade de Fnd
medidas que diferem de mdiltiplos de 360° ou de 2x rad, as solugbes da _:h :
equagdo sen x =1 580 os valores x = 907 + 360k, :: £ Z (no universo das x
amplitudes do 4ngulo expressas em graus) ou x = ° rad + 2k rad, k € z
ino universo das amplitudes de angulo expressas ern radianos) ou ¥ = 2 4
+ 2k, k € & (no universo R).

A
\

b) A equagao é idéntica a anterior, apenas diferindo no argumento do seno:
sen il =152k =900 4+ Ik kE L & x=45"+ 1807k, Kk E £0ou

cop(2x) =1 = Ex='; 2ak.kE Eeox -'; rak ke £

7. Problema: Determinar as amplitudes de todos os Angulos cujo co-seno

1
6=,
2

ey

Resolucao
Sabemos que x = E & uma solucio da equagao Cos X = E que se

pretende resolver. _
Representando a situagao no cireulo trigonométrico conclui-se que

_1 58
m(_E) = l_ logo x = _:'. torna verdadeira a igualdade cos x = —-.

Hesolva as equagdes seguintes:

As solugdes da equagao s3o: Bl et
= :+]_ﬂkux—-—-i+2:lﬁ'kEE bum“:_%
Visto que 21 é o perlodo positivo minimo do co-send. R D
Conclusdo:
l ‘:gsx-msuux-a+2#krREf'J'-'“":"'M"‘Ez l

.

OU, &m graus, s =

e T T A

mlll‘ﬂi A e
__q_j_s:_er:duaE[ 1 — ‘{a]+2nlt,kEI
OSx=ges x= :m"tﬂ1+1nthf‘dI_1w+m*EI
Whmr‘{pﬁaﬁuﬂhkezw"‘-‘“

51do cos~1(g) ym valor que tem co-seno igualad: -
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Exer:i:lns resalvidos
—

Resolva as equactes:
alcosx =0 l:nlms(x+%)=1

Resolucio

a) H dois pontes no circulo trigonométrico com abcissa zero; 05 pontos
A2 B.0s dngulos com o lado extremidade sabre OA ou sobre OB tém
amplitudes:

x= 900+ I60% k € Fou ¥ = 270° + 360k, k E & WWJ{-M

Mas, como os lados extremidade destes dngulos estao sobre a mesma recla, as solugdes podem g
apresentadas numa Gnica expressao:

x =000 + 180k kE L

Ehd

EmR, cusr'ﬂcsx;%*-:l-‘r.kEé‘.'
P ouU qualquer oy

] & s
E claro que em vez de tomarmos 3 para referéncia, podemas tomar 5
tro valor que tenha co-seno zero: v}

cosx=D0=sx- 3;-=F:::,F:I_=E-=:-x---;*kn,k§_-"f /—\\

h‘pErnEi,ms[x : '_:.;=T-c:-x- -;r=n:] IR EE Fanjg= - ; + k. kEF

B |

3. Problema; Determinar as amplitudes de s
Observe que entre 0 21 &Xis-  yaqn¢ os ingulos cuja tangente seja 1. .
tem dols angules cuja tan- Tal coma no caso do seno & do co-seng, tam- /’f-\\
gente € 1: 7 e 7. Todos 05 pam esta equacio nao tem uma tinica solugio, f ""%LC AL g
s
dngulos cujos lados extremi- tg E = 1 e como o periodo minimo da tan- '-,k ' *
dade colncidam com os de 7~ \\__Fr_’,f’lf
& *  gente é x rad, as solugdes da equacio dada sio
ey podemxroblidas®  daforma:
partir de uma Unica expres-
k. X ’;‘ + nk kE Z
Conclusao:
= lgx=tgasex=a+hk, ke Z
Estrirva a expressdn grral cos i e
Angulos em que; Wgx=tga=x=a+ 180°%kEZ
altg# - V3 o aindﬂ. ;
bi2 + 21g9% - 0 tgx=gex=tg’ Iu‘.*+hr-:nu+lw"k:-.kéil
¥ o el . - ’
GL sendo tg™' (a) um valor que tem tangente igual a g,
el
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Trigonometria

e —

rcicios resolvidos

of exe

1 wda.:aaequa;imtgx-ﬂ.
ﬁemluﬁ'-"

ﬁBmEHIEEIElﬂqUEMDGSMDéIEm.
{gxgussenx-fﬂﬂx=ﬂ+=lth Z o x = nk, k € Lou
mx#u:.senx=ﬂ-=r’=ﬂ+ 1Bk kE e x= 180k kEZ

| . pesolva, em R, as equacdes:
n

atgr=197 bltgx =13

pesolugdo
LY L
iltg-"-'_—'tg".;,' s g +ak ke Z

n it d
— e x=T+
3 =3 wk, kEZE

pitgx=VIe>tgx=1g

e e — o —

——

Equagdes trigonométricas cujas solugoes, em K, a
expressoes.

Exer:iciui resolvidos ¢ J——

1. Resolva as equagdes seguintes:

-
bl senx 2

n
a)senx = sen =
5
Resolugao
a)Como sen « = sen (1 = ) e como

extremidade admitem medidas que
lem-se,

4ngulos com o MEsSmMo lado
diferem de multiplos de 2a

i ]

1 i
sen ¥ = sen %:—:-x:- *E::H,kEE'uISH‘—E‘*'EﬂR-REﬂ’-“

ox=EtamkkEZ X" 4 12k kEZ

1
om sena igual a 3" ficaremos

bl Depois de identificarmos um anguloc
5 tabela de valores

3 a). Recarrendo
a
ekactos ou & calculadora, temos QuE SEN g

“m_x:seniﬂ.x::l-k MFEEI\;IK'_
[¢] & )

numa situagao idéntica 3 aline

3 1
, Entdo, sen x = -i-

i3
2

“N=%+ ik, kE L X

presentam-se em duas

n—§+ Ink kE X

0

Justifigue &s cquivaléncias seguin-
tes e resoha o I a5 BqUagnes:

ajsen(x + =)= 1= 5ENX= =1

b1 "iﬁ{ - ;]-Iﬂr

et |

Com a calculadora, em graus,
g (VI) = 60° ¢
-El_'l"—d-%md

I
&1

Resalva, am K, cada uma das

pguaghes seguinies & indigue as

spluches gue pertencam ao irvber-
valo [—m 20l

alcosc =10
i XD
| hhs:rnz
. clcosf@n 4+ 1=10
| d) sen fi-cosfP =10
&) tg (20) = —1
i R B e -2
cosx =3 A X 5

Com a calculadora, em graus,

i
| m-'[%}-wuu--gm

= ____—-.._-—-—_

'.--\--_
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1 62
| J Resoiva, em K, as equagdes:
i Ill-en:r-mn(_TI)
i b)2senx=1=0
€) sen (20) = ms—%
dnim(x- 1})=1

2] sen (3x) = sanx

=il

e

———— —

Resolva, em R, a3 equagdes:

=
a) cos ¥ = cos [——

biZecosx+ 1 =0

I

€] cos [2a) = sen .

d) ees (3x) = ms(w« g{]

e}:m[%]—xiw

al2cosk—=1=10
b}spnx—*-;-* = 0
gtgx=0
dj2cosx—v3=0
e)2senx = VI =0
. Nigx=1
glcolg x = 1
hicotgx = 0

BT

Resalva as cquacdes seguintes,

a)cosx = r:c-s%

Resolugdo

a) Como cos a = ¢os ) e como ngulos com 0 mesmo lado gy,
midade admitem medidas que diferem de muitiplos de 25 oMo

&
msx=ms-?— > IG% +nk,kE &y x=~ E! ke 7

Mota: Se pretendermos as solugdes do intervalo [0, 4x], atribuimes
valores convenientesa k € &

2
Para k = 0, obtemos x = % Vo= - ? , N30 nos interessando a

solugio — % por ndo pertencer ao intervalo indicado.
2 12 2 8

Para k = Lternc-sx=? + g = — yxy= —?+1'r=?

pertencendo ambos os valores a [0, 4x].

Para k = 2, as solugdes sdo x = % + 4, que é superior a 41 e ndo

pertence, partanto, ao intervalo [0, 4a) e obtemos também

& 18: ;
X= = ‘f_::_ + dpp - —2 que & outra das solucdes pretendidas.

5

Parak > 2, k < 0 obtemos soluges fora do intervalo pretendide.
’ . 2 Bx
As solugbes desta equagdo, no intervalo [0, 4x], sio entdo 5 5

12n _ 18n

@
5 5
w3 5n
b)cos x ——?u-cusx cos N
5 7
" &E’lnk.kex ' '5,; + 2nk, kE Z
c. a. v}

cus"l:—"Trj} 1500 o

5
150P —= e rad

il
Digitalizada com CamScanner



i

Exercicios Propostos (-&-

_ V2
gndﬂ yum angulo agudo e sen x = 5« calcule sem usar a calculadora:

1: e (1 = cos? x), sendo x = 45°,
-

) 2 €05 30° + 3 1g 30" + 4 sen 30° sabendo que sen 30° = 1T e cos 30° = L:'— .

15,0lado extremidade de um &ngulo de amplitude —2 53¢ pertence ao:
a 1.2 quadrante B. 2.2 quadrante C. 3.2 quadrante D. 4.2 quadrante

mmiculﬂ da figura tem raio 2. 5e a = 1507, as coordenadas do ponto P sd0: x
W b ‘||"'§| 1) P \

fa 1 _q;:.

8- 3) S
c.i~1, V3 k
D‘-{'ﬂr’a?: ui5]

p . RS—
31, No circulo trigonométrico, assinale os lados extremidade dos dngulos cujas amplitudes x satisfag

as equagdes:

l —
ajsenk = — 3 bitgx =15 -
72, Determine as amplitudes x entre 00 e 360° que sdo solugdes das equagoes:
a) senx = sen 708° b) cos x = cos (-250°) c) tgx = tg (1 020¢)

V3
d senx = —sen (40°) @) senx = —5-

23, Determine o valor exacto das expressoes:
a] cos 540° — 2 cos 30° + sen (—3157)

b) -£OS 360° 4+ sen 45°
1 — cos 7657

o) cos 40° + cos 140° + cos 150°

3 afirmar-se que:
Hrsﬁndnggnu = __“Izé— com z?ﬂﬂ{ﬂ{3ﬁﬂ°, pode

-
"'-f-mr:=—l B.a = —60° Ctga=——"4— D. a = 300°
2
5, D'Etﬂmmens angulos o entre 0° e 3607 que satisfagam:
@ =seni—

o=

. Determine a expressso geral dos angulos aue ““sf“a:" SagquaLoes
3 sen o = sen 35° b) cosa = cos 115

149
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.’é%- Exercicios propostos

27, Quais as amplitudes que correspondem ao mesmo par de semi-rectas?
1=

In x
A— LS _d5n d
5 rad e . rad B. - rad e L.
CiX 13x _ a0 A3x o
5 rad e 5 rad D. 5 rad @ &

28. Numa circunferéncia de raio 4 cm, um arco de 2 cm tem amplitude:

A-%rad B. n rad L'.% rad D. 2 rad
29, A expressdo sen [t — ) + 2 ms( % - nJ é equivalente a:

A.sena - 2cosa B.3sena C.cosa+ 2sena D.— 3seng
30. © valor exacto da expressio 2 cos % +tg % &

AVI-1 B. 1-3 ﬂ%ﬁ u,-‘“;i

31. Sabendo que 6 é um angulo agudo e sabendo que cos B = % , determine o valor exacto de:
tg @ + sen (90° — )

32. Recorrendo & calculadora, determine, com aproximacdo 2o grau, as solugdes entre 07 e 360° de cady

uma das equacdes,
1_3 1 1 i Wa
a)l— = == - = — _—
13 S wsa h}zsenu E .:1.4 o
33. Numa circunferéncia de raio 2 cm, um arco de 2 cm tem amplitude:
n 1
A, = rad B.nrad C. Erar.‘i D.1rad
34. Um angulo de amplitude 6 radianos pertence a que quadrante?
A1E B2 i H D. 4.0
35. Qual das seguintes equacdes tem uma (nica solucio sendo 0F < X< 360°7
A.cosx=0 B.senx= —1 C.tgx=10 D.tgx=1

36. Qual dos seguintes pares é constituido por equagdes equivalentes sm R7

I g —‘Lj
A‘ e = — 5
Leny = e Cosx 2 B. Sen x ] & casx =1

C.tgx=1 e senx=cosx DJQI=UEEEISI=1
37. Determine as solugbes de cada uma das equagdes seguintes, que pertencem ao intervalo |- &
2 e
a) sen x = sen {-— ::) b} cosx = cos |- 2
531: £ fﬂ: 5 €} senx = sen %
d) cos x = cos =— e = tg 2~
g]senl:‘i h]SEﬂx'——-—-]— 1
2 Dtgx=13 A cosx=-73

Digitalizada com CamScanner



Exercicios propostos ; -'é:'?r
_— ] I"]I.-]'

,0012 ;mp?litudn em graus e em radlanos do menor Angulo formado pelos pontelros de um reldglo
ys9h30m

ifique cada uma das expressies:
35_5|mp| a = cus(% 4 :.:}
anosI:n-ﬂl""EE“('E""“ bltgfn+u‘p+—T—
(3 -q)
¢)sen?B + cos’{x + ) d} sen (90° — a) + cos (o — 5407)
10, Indique a que quadrante pertencem os Angulos de amplitudes:
a) 1470° b) -3 210¢ €) —500°
d) 20rad E}L:l-nrad ﬂ-il;i:md

41. Calcule o valor exacto de:

5n
a]sen(; ] 2ms?+5En1{—141n)

hl%tg zgt +15Eﬂ(—§n)+cusl:;1

¢)cos 210° — sen 330° + tg 2.25°

3 2

i 4 2 K
d}smt:t+x15abendﬂquesen(5+x)= —— g X¥E ;7

i 1 T
e)cos(3n —x) — 2tg(x + :r:l*sab-enduquetgﬁ + ;r) il xE]—?_n[

2 a
42.Sendo a um angulo do 2.7 quadrante e tal que sena = = calcule sen {E - u] e tg( + a)

43, Indique uma expressao das solugoes das equagdes seguintes (usa 2 c.d.):

a)3cosx=1 b}sentl-r]'=% Ctglx+1)=2

44, Determine os valores de t € R para os quais cada uma das equagdes sequintes é possivel nos interva-
los indicados:
b)tgx = t? em ]n, %

¢, [x 3n
alseny=2 - 3 Emlz. 2[

_ b3 n dn
dtgx= —2tem ] d) sen x === em 6 3
P | .,m] —‘ fsenx=3—- femR
45, Resolva, em R, cada uma das equagdes seguintes apresentando os valores aproximados com 2 c.d.
3)2senx—-08=0 b)1=3cosx+ 18 ctglx—3)=-10

Digitalizada com CamScanner



UNIDADE 9
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L=

Indique se 35 finitas ou infinitas

& séguintes populagbes estatisti-
L= L

a) Alunos da Eszola Secundiria
Josinag Machel,

b} Extracgho com reposicio de
urna carta de um baraiho,

€} Numero de pares de sapatos
produzidos numa fabrica du-
ranie uma semana,

d) Conjunto de pessoas nascidas
em 1990,

4
Complete com a palavra discreta
ou continua as seguintes expres-

sfhes de forma a apresentarem o
valor ldgico V:

8} O nimero de divisdes de wna
casa é uma varidvel —.

b) O peso das criangas de um
infarmario é uma vandvel =,

¢} O ndmero de médicos de uma
cidade & uma varidwel —,

di & nota atribuida a cada um dos
candidatos a exame da 104
classe em 20711 & uma vaniavel

g} O numero de gramas de agi-
car, gastos num dia, por uma
famnilia é uma varidvel —.

Nocoes gerais de Estatistica

Neste capitulo, apenas faremas uma introdugao 30s concajgy, My

tes & Estatistica. _
haslcgl:‘:-’:;'::: populagio a0 conjunto sobre 0 qu;L recal uma anﬂiﬂ%
tistica. Note-se que o termo populago nio se refere 50 a pessoag, j.,
também conjuntos de natureza diversa.
—

1. Conjunto de golos marcados durante a época futebolistica 2004, o
Mogambique.
2. Conjunto dos municipios de Mogambigue.

3, Conjunto de pares de sapatos produzidos na fabrica Ipa durante
primeiro trimestre de 2005.

A populagio pode ser finita ou infinita, consoante o ndmero dos sey;

elementos ¢ finito ou infinito.
Chama-se individuo ou unidade estatistica a cada elemento de uma

populacao.
Chama-se cardcter estatistico a uma propriedade que permita carc
terizar os individuos de uma populagao.

Os caracteres estatisticos podem ser:

- Caracteres qualitatives ou nao mensurdveis e ndo podem medir-se,
- Caracteres quantitativos ou mensurdveis e podem medir-se.

8
=] Exemplos

| Caracteres qualitativos so: a cor dos olhos, o estado civil, a profissdo, etc.
| Caracteres quantitativos sao: o peso, a altura, o saldrio, ete.

S

Pelo facto de serem susceptiveis de medir-se e poderem assumir dife
rentes valores numéricos, os caracteres quantitativos s3o também desig®
nados por varidveis estatisticas,

As varidveis Estatisti_cas. podem ser discretas ou continuas.

Designa-se uma varidvel por continua quando a mesma, pelo menos
@m termos tedricos, pode tomar todos os valores de um determinad®
intervalo real; caso contrario a varisvel diz-se discreta.

Sao exemplos de varidveis discretas as cla ssificagBes atribuidas nume
turma na disciplina de Matemdtica, os livros colocados numa estante: €t

530 exemplos de varidveis continua o em
s a vel de de um car
km/h, o peso dos alunos de uma escola, ete, Yot
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A recolha dos dados para uma analise estatistica pode ser feita de

formas: por recenseamento ou censo, quando é observada toda a
populagdo e por sondagem, quando é observada uma parte da populacio
{;musﬂﬁl-

para que 0s dados de um inquérito estatistico sejam analisados, &

jmportante qUE 0S MEesMos sejam convenientemente ordenados. Para isso,
recofre-se, muitas vezes, a uma tabela onde se registam os valores da
variavel estatistica e o nlimero de vezes que cada um desses valores se
repete, que & a frequéncia absoluta,

Chama-se frequéncia absoluta ao nimero de vezes que se repete
cada valor da varidvel,

Estatistica

e ——
e

e

— s T

Ao efectuar-se um inquérito sobre as classificagbes atribuidas a 35 alunos de uma turma da 10.* classe
na disciplina de Matematica, obtiveram-se os sequintes resultados:

(10| 16 [ 14 15 B 12 10 2 BT 15 B

10 | 12 12 10 15 9 12 10 il FEL 12 12

| N 8 W |0 18 g | 12 12| 10 10 ]
Meste caso, a varidvel estatistica é discreta e toma os seguintes valores:
{89,10,11,12,13,14,15,16,17, 18}

A soma de todas as frequéncias absolutas é o cardinal da populagio

ou frequéncia total. )
e;;b o ponto de vista estatistico, as frequéncias absolutas tém reduzido

interesse, devido ao facto de ndo permitirem a mmpari_u;a'alcom a popula-
¢cio de diferente cardinal. Para se evitar esta incum-e[uén:m reCorre-se as
frequéncias relativas que se obtém através d_a divisdo de cada uma das
uéncias absolutas pelo cardinal da pupy!an;ac-. .
~ Esbocemos agora a tabela de distribuigdo de frequéncias que contem
osvalores da varidvel e as respectivas freq uéncias absolutas e relativas.

Frequéncia uineia relativa ?1)
absoluta [f) qu M
3 0,114
5 0,065
B 0,228
1 0,028
10 0,286
i 0,028
Kl 0,085
) 0,114
i 0028
i 0,026
i 0048
M =35 1

Sabendo que num inguérito feito
a 10 pesspas sobre o seu estado
civil foram abtidos os sequintes
resultados.

casado solteiro
soltedng casado
wvitvo casado
wnlteirg separado

divorciadd  viuvo
Ivcdicyusee:

a) A populagio estatistica.
b O cardcter estudadao,

ch s modalidades do cardcter
estuclada,

155
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4
A quantidade de vitamina C,
expressa em ma, em 10 amostras
de concentrado de tomate, de
igual peso, é & seguinte:

12, 16, 18, 15, 21, 18, 20, 18, 15,
0.

Construa a tabela de distribuicao
de frequéncias absolubas & relati-
Wils

L

e

=

A tabela de distribuicdo de frequéncias &, por VEIes, apresentyq,
numa outra posigao.

'

Considere as classificagbes finais na disciplina de Matematica dos a|y.
nos de uma turma, dadas pela seguinte tabela:

——

[ Classificacio

18

16 14

-]

il

| Nedealunos

2

10 20

2 4

4
i)

>
)

Construa uma tabela de frequéncias absolutas e de frequéncias relativas:

[ Classificagio 18 16 14 1 8 4 | Total
Frequéncia absoluta 2 10 20 2 4 1 EL ]
Frequéncia relativa 3051 | 0.256 | 0513 | 0051 [ 0,103 | 0,026 [ 1,000

Muitas vezes, para a obtencao de um maior nimero de informagdes,
recorre-se as frequéncias absolutas acumuladas e as frequéncias relati-
vas acumuladas, sendo as frequéncias acumuladas a soma das frequén-
cias de um dado valor da varidvel com as frequéncias dos valores que o

antecedem.

Considerando os valores da tabela de distribuigio de frequéncias
anteriores podemos formar a seguinte tabela, que contém as respectivas
frequéncias acumuladas.

2
- Valores Fraquéncia Froguéncia

d.m absoluta | absoluta acumulada F':]':I_j::i.

B 4 4 0,114

g 2 4] 0,057

10 -] 14 0,228

1 ] 15 0,029

12 10 25 0,285

12 1 26 0,020

14 2 28 0,057

15 4 32 0114

16 1 33 0,029

17 1 34 0029

] 1 35 0,029

_—
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p generalizacdo da tabela anterior
gada peld tabela seguinte:

para qualquer varidvel discreta é

. ] -Innhuhda{.:]
—
e ) he=h Fy F
- L] w
% f Fa=h+ih .ﬁ. i+
14 ' ;
% f F=1f +fhf, i f4 G+t
Ll N
'.'I'I 'rH -Fr.-r|+[;,_fﬁ Fl- F.+r=+..._+ﬁ'l
Ll N
Toital Eﬂ i
'DH n L il F
N=F £ Fom N T §=1 Tt e

As varidveis continuas sdo susceptiveis de tomar quaisquer valores
entre dois dados.

0 namero de observagbes é em geral, limitado,
as frequéncias absolutas sao muito pequenas, originando alguma dificul-
dade ao estudo. Devido a isso, para @ tratamento deste tipo de varidveis
racorre-se a elasses, que sao obtidas dividindo o conjunto de valores da
varidvel em subconjuntos com a Mesma extensho, disjuntos dois a dois.

A diferenca entre o maior e o menor valor da varidvel do conjunto
estudado & designada por amplitude do dominio da varidvel.

A amplitude de cada classe & obtida dividindo a amplitude do domi-

nio pelo nimero de classes.

Consideremos os result
de uma turma da 10 classe, 5

e consequentemente

ados de um inguérito efectuade a 35 alunos
ohre as suas alturas, ém centimetros:

150 146 144 150 146 144 150
151 148 148 151 147 150 148
147 151 150 147 144 147 150
148 150 145 146 148 153 147
152 147 131 152 153 143 149
Os elementos pertencentes a uma classe tém o mesmo valor, gue serd o
valor médio dos extrermnas da dasse e que se designa por marca ou centro.

Digitalizada com CamScanner

As temperatura mdximas, em
graus centigrados registadas, no
mmiés de Setembro de 2012, num

determinads disinto da Provincia
de Tete, foram as seguintes:

25 32 0 26
26 26 28 27
3 s i3 33
EA] L] 28 29
7 30 29 iz
in 34 33 33
iz £ ] i3 12
i5 34 13 1]

a) Construa uma tabela de distri-
buicho contenda: 8 variavel, &
frequéncia absoiuta, 2 frequsin-
cia abioluta acumulada e a fre-
quéncia relativa.

b) Qual a temperatura maxima
registada & qual a sua frequén-
cia absalutal

¢l Oual a frequéncia relativa da
menor temperatura registada?

d) Quais as frequéngias acumula-
das, om pergentagem, sbalko de
30 =C. E acima de 31 °C, inclusi-
vel

g} Qual a frequéncia acumulada
entre 27 o & 32 °C, inclusivel
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Agrupando os dados do resultado do inquérito em seis clasge;
uma delas tem de amplitude 2 cm & a sua distribuicio & a seguinte: Cada

[145, 147]
[147, 145]
145, 151

151,153

[153,155]

0,057

[ Tou

35

1,000

Analisando a tabela é possivel afirmar, por exemplo:

- A classe de malor frequéncia € [147, 145[.
« A classe de menor frequéncia € [153, 155[.
+ 9 alunos tém a altura maior que 149 cm e menor que 151 cm,

E de notar que por este processo de agrupamento se perdem Muitas
detalhes particulares dos dados, porém conseguem-se evidenciar relages
fundamentais entre eles.

MNa 2% classe, a média de altura € 126 em, mas desconhece-se a altura !
exacta de cada elemento. I

Representacgdes tabelares e graficas

As n:-presentla;:‘.rEs tabelares e graficas, muitas vezes, traduzem as
informacées contidas nas tabelas de distribuicdo de frequéncias de uma

forma mais sugestiva e mais facil de analisar e estudar, Vejamos as suas for-
mas de representacio,

Grafico de barras

Para uma representacio usando-se um gréfico de barras, & necessino

dispor de uma tabela de frequéncias, Marcam.-se sobre o eixo das abcissas

os valores da varidvel, x, e sabre o shet i
quéncia, f,ou F, as ordenadas, os valores

Tracemos os respectivos
graficos de barras, onde para cada um dos
pontos marcados sobre o eixo das abeissas se tracam segmentos de rect2
de comprimento igual & frequéncia respectiva.

O grd z
d[S:ret:E fico de barras ¢ indicado para a comparagao de dados de UP°
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c.nnglderemasa seguinte tabela de frequen;iag;

qubne Grifico de frequincias absolutas
ek i i
6 10 5 : -
8 18 mare: PUSAY
0 28 o
12 40 5
] 48
12 &0
&0 o] 3 E § 7 %

Histoegrama

Quando trabalhamos com uma varidvel continua, o gréfico de barras
toma o sequinte aspecto e & designado por histograma, i
Para a construgao do histograma sio marcadas sobre o eixo das abcis-

i relative 4
cas, as extremidades das classes consideradas e no eixo das ordenadas, as Desenne © h1RdEIT

seguinte tabela de distribui¢do:

frequéncias das classes. piciats eatiosi
Classes Frequéncia
eow: fik 1100, 110 20
Fll"lquhﬂl Histograma ce frequéneias abaohalas l_L]'1| ;2 :ﬁ T:
] 1130, 1404 15
20 140,150 il
3
i3
10

~

Grafico circular

irculares, onde as
Também & utilizada a representagao por gréficos circu es,
diferentes modalidades de um caracter sao representadas mediante secto-

res circulares e a drea de cada sector & proporcional & frequéncia absoluta

commespondente.
Consideremos a distribuigdo dos professores de uma escola de acordo
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Sabendo que o nimero de filhos
de 10 familias inquiridas ¢ o se-
fudnbe:

3.1,0,52,1,2,4,0,2

a) Construa uma tabels de fre-
quéncias contendo os valores
da varidvel, as frequéncias abso-
luta e relativa e a frequéncia
relativa acumulada,

b) Desenhe o grifico de barras
para as frequéncias absolutas,

c)Desenhe o grifico circular cor-
rEpondente.

160

Pictograma
O pictograma é um tipo de grafico onde a frequéncia
cada modalidade & representada por desenhos semelhantes eng, . .

sreas proporcionais A respectiva frequéncia. Pode também, ser rep,
" por un'; d;Ten‘dhn relativo a cada modalidade em que € repetido o nmﬁl:

H:I-Iuhd!

vezes proporcional a sua frequéncia.
Suponhamos que uma escola comprou num determinadg

A ang
sequintes solidos geométricos: 05

[ Cubos 600
Pirdmides de base quadrangular 1000
Esferas : 900 |
O pictograma respectivo € o seguinte:
Salidos geomeétricos
[
i IE' = N0 unidades
Ll @
m (L] @
m | @
m ] @]

Xy

E’ Exercicios resolvidos:

O pictograma seguinte mostra o nimero de espectadores de jogos de
futebol, numa época, em quatro palses:

Espectadores de jogos de futebol numa época

| woamie [BRBDD D@
Portugal @@@

Brasi PROLL®DE |
ek ( D@ee®S

-

@ = 200000 pessoas

a) S‘llill? 0 pais onde o nimero de espectadores & um milhdo e quatrocentos

Quantos simbolos deverla wsar Para acrescentar este pais ao piftﬂﬂﬁ"”'“"'
Resolucio

a) Mogambique

b) 4600 00 ¢) 5 simbolos.
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1abela de dupla entradg
Numa tabela de dupla entrada mostram-se
as frequ
idveis da populagio considerada. quénclas das duas
remos a s
Cunii'::!] 3o d :!gl.ﬂnle tabela das frequéncias absolutas, que mos-
tra a distribuicdo das Inscricdes dos alunos da 9.2 e 10 Classes de uma
gscola do Ensing Secundério,
] T TV
A 120 100 220
B 20 18 38 _—
)
c 40 3g 78 -
Total 1 A tabela que se sEgue Mostra o
. 2 16 s aproveitamento de uma turma da
« 180 alunos estao m-ﬂtl'i-':l.llﬂdﬂs na 9.2 Classe, 10 Cl:ri.:i.-l'." Ina disciplinag de Edlu-
« 78 alunos estao matriculados na turmas C da 9.2 & 10.2 Classe, cﬂ“ o .
« Estdo matriculados na 9.% e 102 Classes 336 alunos. a 5-;.'“ 3 | F I M | Total
Representando os dados da tabela num diagrama de barras teremos: | M. Bom S R
/ ‘Bem | 5|77 2
m Suficiente |10 | 8 18
160 Wnsuficiente | 3 | 4| 7
140 me | Total AN
120
1040 1 .'-":-W aj Quanios alunos obiiveram a
E classificacdo positha?
40 bl Represente as frequéncias
- I absolutas através de um dia-
0 " - Clayie grama de barras.

E Exercicios resolvidos

b s e —

1. A tabela mostra o aproveitamento de uma turma da 102 Classe nas disciplinas de Matematica e
Educacao Fisica

iscipling | patematical  Fisica Total |
M. Bom ] a | 12
Bom 5 10 15
Suficiente 12 12 24
Insuficiente 9 12 21
Total 34 38 n |

temdtica?
a) Quantos alunos tiveram classificacdo «Bom» em Ma
b) Quantos alunos tiveram classificagdo «Insuficientes em Flslca?

¢) Quantos alunos tem a turmal
d} Quantos alunos tiveram uma classificaio positiva?

Resolugio
al10 b)) 72 dl5l =

161

Digitalizada com CamScanner



lidades d \
2. A tabela seguinte indica o nimero alunos matriculados em trés das modalidades desportiyy, 4,

Escola Secundéria Samora Machel.

.
Mascullno 43 ul4 i =
Feminino 25 1 = 12
55 J
| Total 68 e
Responda as sequintes questbes.

a) Qual é o total de alunos matriculados nas trés modalidades?

b) Qual é o total de alunas matriculadas nas trés modalidades? _ ]

€) Qual é a percentagem dos alunos do sexo masculing matlil:ulildﬂf na trés modalidades?

d) Qual é a percentagem das alunas matriculadas em futebol de cinco relativamente ao total des
alunos matriculados em futebol de cinco?

€) A maioria dos alunos matriculados nas trés modalidades € de que sexo?

f) O atletismo é a modalidade com maior percentagem de alunos matriculados nas trés modalida-
des?

g) A maioria dos alunos que praticam futebol de cinco é de que sexo?

h) A maloria dos alunos que praticam ginastica é de que sexo?

' Resolugio
110 , 25
- a) 200 alunos b) 90 alunas ¢) 3pp = 100 = 55% d) g0 ¢ 100 = 36,8%
| e) Sexo masculino f) Sim gl Sexo masculino h) Feminino
|
: 3. Apds um inquérito a porta do Hospital Central de Nampula, obteve-se a sequinte tabela de dupla
entrada:
f ] Doencas i)
Género Tuberculose | Maldria Célera Total |
] Sim 32 58
i 68 25 135
lenl:a'I 100 100
3) Compiete a tabela. b) Indigue o nimero de individuos inquiridas.

c) Quantas pessoas j contrairam tuberculose?  d) Quantos individuos nunca tiveram coleral

e) O numero de individuos que nio contrairam maléria é maior que o nimero de individuos que
nao contrairam tuberculose?

f) Qual a doenga com maior percentagem de doentes?

g) Construa o gréfico de barras composto.

Resolugio fiv e ARl e e Doengas )
a) _ Stnero |Tuberculose] Maliria | colera | Tota
1 Sim 32 75 58 165
Naéo 68 25 42 135
| Total 100 100 100 300 -

RISz
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SeeseE————
E—
e L ——
=8 =
—— - i
f':; — w— -

.....-""d; ” e,
indivicduos i
p) 300 indivi c) 32 individups d) 42 individuos e} Nio f) A malaria
9-" Iredividuns
B
s =)

70

253 885

B Sm
H Nz

Tuhuuime Maldria

Calera

Medidas de :entrul:zugﬁﬁ -

As medidas de centralizagio permitem-nos caracterizar a distribuicio
por um nimero reduzido de parametros que evidenciem o que de mais

Considene as distribuighes e para
cada uma delas, indique a moda:

significativo existe. ) b
Chamam-se medidas de centralizacio a todas as medidas que ten- 34456048,
dem a situar-se no centro do conjunto de dados, depols de ordenados. b)3,4,4,4,5,588,10

d [ e I T (M S 5 7.2 2,46
Moda

Chama-se moda ou valor modal de uma distribuicio de frequéncias
a0 valor da varidvel estatistica a que corresponde a maior frequéncia.

Caso existam diversos valores com a mesma frequéncia a moda ndo é
tnica, dizendo-se bimodal, trimodal, etc, dependendo do ndmero de
modas: 2, 3, etc. Temos ainda casos em gue a moda nao existe.

1. Na distribuigao T 1 z - )
Erequl!nﬂal‘.a 5 7 10 i,

amoda & 3, uma vez que 3 é o valor da variavel que apresenta maior frequéncia.
L]

2. Na distribuicio

ﬁmﬂ'ﬂd Xy L
| Frequéndaf | 7 -

3 4 5 & TR
4 7 2 ] 5 |
m maior frequéncia. A distribuigao diz-se bimodal.

as modas sio 1 e 4 pois 50 0s valores co
3. Na distribuicdo TG - 7 3 y |
Frequeénciad, | 5 5 5 5 4 .

te uma frequénda maior que as outras.

EEE e

" 'mdﬂ niio existe uma vez que nao exls

—— - =
i —

0% 0% dadus estejam agrupados em
gy vari-i'-fel “ja mnt;n;::;udde maior frequéncia designa-se por

“lasses de igual amplitude,

532 modal
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Deterrnine a classe modal das se-

Quintes distribuigbes:

Na distribuigho de frequéncias,

a moda estd na classe [4, 6[. por esta ser a de
maior frequéncia, E, portanto, a classe modal.

13, 8[ 7 | 3
WX 18 | %0
1 20 N |
12150 | 13 B3
L Ds18[ ] 7 o0
LI IR B
46460 | 15
(46, 52{ 18
(52580 | 21
| BE&E [ 12
164, 78] gl

10
Dados oz ndmeros 4, 10, 14, 20 ¢
10, determine:
aj A moda,
b) A mediana
c} A mécia arlimética,

Média aritmética

Chama-se média aritmética de um conjunto de valores X1 K 3
quociente obtido pela divisdo da sua soma por i,

T SRS e T L P T
Média aritmética: ¥ = = En %n

Se x & uma varidvel discreta que toma os valores xy, X, ..., X, com fra
quéncias absolutas f;, fy, .., £, respectivamente, a média aritmética & dads
par.

fuiy + ey + Fox,
i+ k4ot

fy + Fxg + fox, (1)

o, SR T
n

sendo n o nimero de observagdes,

As vezes, associam-se os niimeros x,, X3, = X @ certos factores de pon-
deracio ou pesos wy, wy, ..., W, que dependem do significado ou impar-

tancia atribuidos aos nimeros. Neste caso,
n
LT H

P W1?-'|+Wﬁ;+...+w,,x,, _ i=1
l'l"]""“"z‘l‘.-.'l'wﬂ 5 n

Z W

i=1

tem a denominacdo de média aritmética ponderada, Note-se a sua seme-
Ihanca com (1), que pode ser considerada urna média aritmética ponderada,
comos pesos fy, f, ., f,.

Eeenso N A2

e o exame final do 102 ano tem peso 3 e as suas provas correntes

peso 1, & um estudante tem nota 17 wl:
vas. A sua nota média sers: naquele exame e 14 e 18 nas pror

= U4 + i
%= 008 + ()018) + @17
T T =& 156

—— _._____-—-‘-

—al
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a middia aritmetica simples ¢ um caso particular da média rada,
ando-se para tal todas as frequéngiay absolutas Igumwmﬂdldi-

o do-se de uma varidvel

Tratan el continua, |4 agrupada em classes, a

e aritmeética ¢ obtida substituindo os valores da varidvel de cada classe
ety PN respectiva,

™=

|
petermine 3 média aritmiética, quando os valores estio agrupados em classes.

N

1 L[] 151
1 20 153
1 1% |§!E
1
158, 160( 15 [ W

A altura media por pessoa, do conjunto considerada, ¢

10151 4 20153 4 12155 < 8- 157 + 15 159

1MM+20+12+8+ 15

Mediana

Chama-se mediana de uma distribuigao estatistica e representa-se por
¥ a0 valor da varidvel para a qual existem tanlos valores superiores como
inferiores, _

Caso o numero de dados seja impar o valor da mediana fica perfeita-

ménte determinado.

hendo-se para mediana a média antmética desses valores centrals.

1. A mediana do conjunto de nameros (3,4,4,5,6,7,8,9, 101 6.
2.k mediana do conjunto de nameros (3,4, 4,5,6,7,8.9.9, 0] &

FEL;-I- - 'ﬁrﬁ

3. No caso da tabela seguinte, a mediana serd;

' [Notas

| &) Dieberrmne § metdd &

e

Estalistico

Ae i lasaific at et ollsdat Peia
10 Ao

cifpliria (e atemlica

e

e urrg T Tl
e g Al
LEppainteL

e

Talehalnharsier
L B pasn BEEY)

e —— —

i
Frequincias 2138 (677172

LEE LS |

b Ingdiguie 4 meghang ¢ 3 SO
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A mediana poderla ser calculada agrupando o3 valores comg o fos,
dados simples
sem dados simp 5.6,6,6,6,6,...

¢ 0 processo serla moroso. Para estes Casos, IECOMe-5e 4 tabel, 4,
frequéncias acumuladas:

L¥ e

e ————

' 1
]

14
27{>17)

34 J

L..’
5 =

| D (e #

2l

A mediana, neste caso, & dada pelo valor da variavel cuja frequing,
absoluta acumulada excede metade do nimero de dados. 17 ¢,

' metade do nimero de dados, sendo a mediana 8.

4. Se a varisvel estatistica é continua, a mediana pertence a uma classs
designada per classe mediana e toma-se para o seu valor aproy-

mado a marca da classe.
) m oo ; )
o2 5 5
2.4 [ 1
4, 6 [ 19 (> 15)
6.8 7 e |
[ [6.10] a1 30 ) .

Na distribuicdo, metade do nimero total dos dados é 15. O primei-

ro valor da varidvel cuja frequéncia absoluta acumulada excede 15 |

¢ a classe [4, 6. A mediana estd nesta classe e o seu valor é 5. f
|

Medidas de dispersao

As medidas de centralizagio tornaram-se insuficientes para caracter
ZaF Uma dlslrlhul;&n estatistica, Era necessario completar o estudo de uma
distribuicdo estatistica com outras medidas que permitissem determinar 0
grau de dispersao dos dados em torno dos valores centrals.

Intervalo de variacao

e g
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\ﬂ:-":"_':::_:: — —_— e e
E Exercicios resolvidos
No guadro ao lado encontra [} A
| | gsresultados de um teste de 20 s
Materndtica de 50 perguntas 23
aplicado a dois grupos de 10 dﬁ_
alunos cada. Determinao  ——;
intervalo de variagao de 40
cada grupo. 43
43
47
48
Resolugao .
0 intervalo de variagac no primeiro grupo € 28, isto é, 48 — 20 = 28, e !
do sequndo grupo € 30, isto é, 40 — 10 = 30. .

Mote-se que esta ndo & uma boa medida de dispersdo pois depende
exclusivamente dos valores extremos, bastando que um destes se afaste
muito para que a variagio fique sensivelmente afectada.

Desvio médio 12
Dados Xy, X3, ..., X, valores de uma varidvel estatistica e ¥a sua média Calcule a classe mediana e a clas-
aritmética, Chama-se desvio de x, relativamente & média X a diferenca. -,: modal da seguinte distribui-
14
%—F (=120 R
atmpluta Foumlyds
Chama-se desvio médio de uma distribuicao de frequéncias, e repre- | 0,3 15 15
senta-se por D; 3 meédia aritmeética dos valores absolutos dos desvios em | go& - =
relacdo a média aritmetica. o = -
(=12 20 70
e |xg— %]+t [ % — | ) =
i - | Lhsm| 7 I
Dado o conjunto de valores sequinte: {7,8,10,11, 14}
_ 74+B+10+11+14 _ 350 _
« A média aritmética & X = B < 5 10
+ Os desvios em relagdo a média 530!
7-10:8-10;10— 10;11 = 10; 14— 10
« A soma dos valores absolutos dos desvios calculados anterior-
mente:
34+2+0+1+4=10
10 _,
+ O desvio médio & Dy = 2= = _ e |
167
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Se as frequénclas dos valores Xy Xz wr %o forem fy, Fy, .o, fo, respecy;

. mente, o desvio médio & dado por:

Dados o4 ndmeros 3, 5, 7, 10, 11, -

O flx = |+ flx = F| ot fo] % = ]

a) A meddia aritmdética, Dy = fi+ Rt . '_I_'_f"" I &y

b} O intervalo de variagio. i ———

€] O desvio médio. Sa a varlivel & continua e o5 dados estiverem agrupados em Clagses
d} A varidncia, toma-se para valores de x, a marca da classe.

Euerciciﬂresulvidﬂ -
Calcule o desvio médio para a seguinte distribuigio de frequéncias:

[ Classes Frequineins
(2.6 1
1 [6, 10( 2
[10, 14{ 6
[14, 18] B
| a2 12 J

Resolugio
|
0 desvio médio, como vimos, é dado pela férmula:

= -r-||.='1_ El K] f;.lk';‘ i:l g -fﬂ:'.l:'n" -.il'l
hth+.+4,

D;

Neste caso, temos que comegar por calcular a média aritmética por:

2o A:1+8:3+12-6+16-8+20-12 _4+24+72+128+240 _ 468
1+3+6+8+12 30 30

= 156

E em sequida su bstituir os valores na fdrmula do desvio médio.
p - MA—156]+3|8B—156] +6[12-156]+ 8]16 - 156| + 12|20 - 156]

g 1+3+6+8+12
-6+ 236+ 216+ 128+ 528 1216
3:' v -]n E 4|ﬂ5
L.
Variancia

Chama-se varidncia ou fly

tuaca . adia
aritmética dos quadrados dos d €40 e representa-se por o= & M

esvios em relacio & média aritmética.

o = h"mt+t’f:*i]’+_+{xq-ml
- . n
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‘F’—-—":‘_:: i S = —r— e i = = e

se os valores da varldvel apresentam frequa
cariancla é dada por; equenclas f a expressio da

l e T flo Wy - |
i :+...+,|

Caleulemos primeiro a média aritmética

o 2:243-4+4-7+5-10+6-8+7-5 _ 4+12+28+30+484+35 _ 177 _ 499
X= 2+4+7+10+8+5 - 36 €

Apliquemaos agora a férmula para o edleulo da varidncia:

e h+h+o+h

2(2-491)F + 4(3-491)2 + 7(4-4917 + 10(5-491P + B6- 4911 + 5 (7 - 491
= 2 B 'T

2-847 4+ 4-365+ 7083+ 10 - 00081 + 8 - 1,19+ 5 4,37
36

1694 + 146 + 581 + 0081 + 21,85 _ 3928 _qgc
- - 16 36 '

=

Desvio padréo

Chama-se desvio padrio, e representa-se por o, a raiz quadrada da
varldncia;

=

—————

e ——
b

T mplo o caso anterlor o =165 = 1,28,
cf.:ff :ﬂ?;ﬂ dp.miu padrio representa a ralz quadrada positiva da

varidncia,
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As classificacdes num teste de
Matemitica do Everest Academie
de Maputa faram as SEQUntes:

Wlo (s fw (e fe| -GG

s
=1

L

2) Quantos alunos tem a turma?

b} Determine & média e indique a
mada,

€l Calcule os desvios médio s
padric,

f18
Contiders os valores 3, 10 & 11:

a) Calcule o desvio padrio.

b) Sem efectuar os célculos do
desvio, apresente uma amos-
tra com 0 mesmo nimero de
dados, de igual média, mas
cujo desvio padrdo seja maior.

|

: Exercicios resolvidos

1. As classificagbes finais na disciplina de Matematica dos ajyp,, 4
uma turma do Liceu Polana sdo dadas pela seguinte tabela: €

ﬁm?' Excelente |MBom |Bom |Suficiente |Mediocre m
Hﬁiﬁh“n .. 2 5 =] 13 2 :

a) Construa uma tabela de frequéncias absolutas, e percentagens.
b) Caleule a percentagem de aprovagdes e de reprovages,
¢) Construa o grafico circular da distribuicdo.

Resolucao

a) | Classificahio | Excelente | MBom| Bom | Suficiente| Mediocre | May
Freq. absolutal 2 5 Z 13 2 1
Percentagem | 8% 20% | 8% | S52% B 4% | 100

b) A percentagem de aprovagdes é 8% + 20% + 8% + 52% = Bgw.e
a percentagem de reprovagdes é 100% — 88% = 129%.

¢) Vamos construir o grifico circular da distribuicdo, usando as fre-
quencias relativas. Para tal, temos de calcular o dngulo COMmespon-
dente a cada distribuicdo:

Excelente; 'iz" + 3600 = 28 g
[
MBom: = - 3600 = 720 i
23 ke
= ML Bom 20%
Bom: 28, 80 : N
Suficiente: %ﬁ - 360 = 18720 £ A PRSI
: . Bom B%

Mediocre: 28, 80
Mau: ;,15 * 3600 = 14,40

2. Perguntouy-se a_cada.um dos alunos da 10.# classe da turma A, da
Escola Secundaria Josina Machel, quantas vezes viajou para o estran-
geire e com os dados recolhidos constréi-se a seguinte tabela:

Iﬂﬁnmndzmgerwnemmgelm lo[a 213 T|
|Efm1m~: 10| 2016 0 IJ

a) Qual a populacao em estudoa? ‘
b) r:aualntus alunos sairam do Pais no maximo uma vez?
) Qual é o nimero de viagens ao estrangeiro mais frequente? Que

Resolugido

a) Os al a :
Ma:hehll?m da 102 classe da turma A da Escola Secundria Josind

b) 20 &1 Moda 5

" _-n—'-"'-r
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W
3.Constroi-se uma tabela de frequéncias com o nimero de tiros certelros que os participantes de

uma prova de tiro olimpico obtiveram:

i T,

T T 1)

(]
g

a) Determine a média,
b) Calcule o desvio padrio.
¢} Quantos participantes tdm um namero de tiros certeiros no intervalo [¥ — o, ¥+ i

Resolugao
f‘,n;n
L, a0 1
)7 = =——££5- = 94,00
n
e -
bo= d— —52= 114998 _ g0 _ \E1538 = 248
s, \ 3

f=1
%+ o] Temos ]94,0 — 2,48; 94,0 + 2,48[ =

¢) Calculemos o5 extremos do intervalo dado [ x — &
96, O nimero de

~191,52; 96,48[. Os tiros certeiros que estao neste intervalo sdo: 93, 94, 95,
efectivos que corresponde a estes valores &2+3+4+1=10
4. As classificagdes num teste de Matematica de uma turma da 9.% ¢classe foram as seguintes:

[Classificacio
[Hdmduiunm

8 |9|1]15][16]18]
s 6|68 12]6]

bk | TR

a) Quantos alunos tem a turma?
b) Determine a média e indique a moda.
¢) Calcule o desvio médio.

Resolugao

a) 46
4 if” _602 _ 13
b)¥="3"—"""26

$n

w1 . & 4
A moda & 16, pois & o valor que corresponde a maior frequéncia.
ol x + =t olta =21

¢ b;= f+.th
2|6 - 13] +4|8- 13 |+ 8|9 - 13| +6]11 - 13|+8[15- 13|+ 12|16 - 13|+ 6[18-13]
e 2+4+8+6+8+12+0 =

12 + "|,E,+3ﬁ+3ﬂ s 160 =3r4?

“14+ED+31+46 —36

———— -
171
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Exercicios

1.A partir de cem jovens apurados para o servigo militar, constroi-se a tabela (Al
seguinte: (160, 165(
3} Indique a populacio, 165, 170(
b) Qual a varidvel estatistica? Classifique-a. 1170, 1751
c) Construa uma tabela de frequéncias. Indique para cada uma das classes, @ | [175, 180(

3Ua marca, “m 185]
d) Construa o histograma de efectivos. [185, 1900
e) Indique o ndmero de jovens que tém altura igual ou superior a 175 cm. 1190, 195(

35 vao ao cinema, 15 fazem desporto, 40 vio & discoteca e 10 vio ao teatro,

a) Qual a varidvel estatistica? Classifique-a.
b) Construa uma tabela de distribuicio de frequéncias absolutas, relativas e acumuladas.
€} Com base na alinea anterior & atravis de um grafico circular, represente 2 distribuicdo dada.

3. Observe a tabela:

a) Calcule a média da distribuicio. [0 e | 9|w[n]12)13]14]15}1s
b) Indique a moda. Lgmhﬁ,& 6 |12[12| 2| 3| 2| 8
¢} Calcule a mediana.

._.
-

4. Determine o valor de k de modo que a média dos valores 4; 5, 8; k; 2; 13 seja 7,

3. Observe o registo do peso de 55 patos: (Pesoth)| (2250 | [25:30| (3:351| 3541 | :430)
Que percentagem de patos tem peso superior ou l P 5 15 24 7 4
igual a 3,5 ka? ’ _j

6. As notas, em pontos, atribuidas no exame de recorréncia da 10.° classe, na disciplina de Matemdtica, a

um conjunto de 60 aluncs, foram as sequintes;
121 119 100 137 100 144

Depois de ordenar os dados, indigue: 101 114 114 170 121 148
a) A nota mais alta. b) A nota mais baixa, 13 121 13 B3 143 130
; . 95 112 145 111 151 68

A amplitude de variagao. d) A classe modal.
o o P g .4 83 80 97 49 101 102
e} A classe mediana. - a5 98 50 123 95 103
f) O nimero de alunos com nota nao inferior a 135 pontos. 125 109 121 75 85 114

g) A percentagem de alunos entre 85 e 125 pontos, inclusive. 143 47 100 109 122 127

i-.],Apefcentagemdealunuscnmnnl:ainl‘erinramﬂpnntm. 80 123 101 108 M4 110
167 100 121 110 110 &5

7. Dada a distribuicio de frequéncias seguinte:

- ((Classes  [1031 [ 13,61 | 6,9t | o1y 12,50
ne;
Detarmi L;-_Fm : > = : - J
a) A marca de cada uma das classes,
b) A classe modal. c) A classe mediana.
d) A média aritmética. e) O desvio médio,

8. Se aos numeros 6, 7, 8, 9, 12 somarmos 6, obtém-se 12, 13, 14, 15, 18, Co ’ -
ticas e as varidncias das duas séries estatisticas. Mpare as médias art

I B il
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g. As quantidades de estabelecimentos comerciais existentes em sete ruas so as seguintes:

38; 112; 34; 96; 58; 100: 156

a) Calcule a media de estabelecimentos por fua,
b) Qual o valor mediano?

¢) Indique o nimero de estabelecimentos mais frequentes, Que nome dé a esse valor?

10, Num inquérito efectuado a 1 000 alunos de uma escola, referente i distancia do

domicilio ao local de estudo, obteve-se a sequinte distribuicao de frequéncias:

Determine:

a) A amplitude total.
b) A variancia.

¢) O desvio padrio.

W%

(Distinda | Alunos |
o1 | 353
ma | 159
3l | 255
(3,4 147
[#, 51 557

56l | 27 )

11. Na firma Estrela do Mar foi feilto um inquérito sobre as habilitagbes literarias dos seus funcionarios.

Obteve-se a seguinte distribuicao:

a) Quantos funcionérios tem a firma?

b) Em que escalao se situa a maioria dos funciona-
rios?

c) Faz sentido calcular 2 média desta distribuicao?
Porqué?

" Hab. literdrias (escales) Nimero de respostas |
1 50
3 10
3 it
A4 20
\ L 10 )

12. Para investigar o periodo de laténcia de um virus, inocularam-se 104 cobaias e anotou-se 0 numero

de dias até aparecerem os primeiros sintomas.
a) Determine o periodo de laténcia média.
b) Localize a mediana da distribuicao.

[ Numero de dias

46

&8

8-10 | 10-12

12-14 |

L Nirmero de cobaias| B

12

23 20

3 )

¢) Indique a percentagem de cobaias que apresentaram sintomas antes de B dias de laténcia.
d) Calcule o nimero de cobaias que apresentaram sintomas depois de 12 dias de laténcia.

13. Para avaliar o fendmeno do absentismo na empresa
Phaphalate, estudou-se uma amostra de I:1-3 indivi-
duos de ambos os sexos e avaliou-5e 0 NUMETD de
horas ndo realizadas.

a) Classifique a varidvel em estudo.

b} Calcule as medidas de tendéncia central.

Wimero de horas em falta| Namero de ind, com absentismo |
015 ] 30
15-30 o0
30-45 1
45-60 12 )

¢) Calcule 3 varidncia e o desvio padrao, indicando qual destas medidas & mais utilizada e porqué,

14. 0% alunos da 102 classe de uma determinada escola obtiveram as sequintes classificagbes num teste

de Biologia: il " -
400l em estudo € cOmo 5e ClassiTical 15 13
ﬂﬁ::r::naaﬁhela de frequéncias relativas e o respectivo gréfico. 12 14
o) Calcule a média e o desvio padrao da distribuicao. i I8

| 1]2]3]a]s]

15. Calcule a mediana da seguinte distribuigao: El 1W[5]|1|3 E_J

m n 13
m 13 2
1> 14 13
11 15 12

14
13
1
12

173
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0 aluno deve ser capaz de:

@ interpretar refag
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UNIDADE 10

Considere o prisma triangular
cujas bases 5o tridngulos equils-
teros.

B E

CIJITIFIIEI_E;

a) As rectas AB, AC e BC perten-
CEM a0 mesmo plana?

Entdo, podemos conclulr que
sho

b) As rectas EF e AC pertencem ag
mesmoplana? _ Entls
podemos dizer que tho

€] A rectas AC e ED sdo

d) As rectas
perpendiculares.

[ S~ |

@) As rectas & =i
cbliguas.

Asloma ou postulado é uma
proposicio sem demonstra-
cao ou justificacio.
Tearema & uma proposicao
que carece de uma demons-
tracho para ser aceite. A cha-
mada geometria Euclediana
assenta nos seguintes axio-
mas

" que se prolonga indefinidamente em

Conceitos primitivos

Em geometria existe uma série de te

dos como é o caso de ponto, recta e plano. _
Panto & um elemento mindsculo, Eﬁ. tem posicao, nao tem Compy;.
mento, largura, nem espessura, Nao tem dimens&o. Os pontos sio NGrmg].

mente designados por letras maitsculas,

rmos que nao estao bem dofing.

A

A linha tem comprimento mas ndo largura € espessura. As rectas clag.
sificam-se em rectas, curvas e combinagdes entre rectas e curvas,

Linha recta & ilimitada, quer dizer, pode ser prolongada indefinig,.

mente em qualquer um dos sentidos. As
rectas sio normalmente representadas '

por letras mindsculas e italicas.

Plano convencionou-s¢ como um conjunto de pontos sem espessyr,

todas as direcgdes. Normalmente é
representado por um paralelogramo

* associado a uma letra grega.

Postulados (Axiomas)

Axiomas da recta

Axioma 1: Em uma recta e fora dela
existem infinitos pontos. A,

Axioma 2: Por dois pontos distintos passa
uma e 54 uma recta.

r
/
B
Axioma 3: Por um ponto passa uma infi-
nidade de rectas.
Axiomas do plano
As
o y
o

Axioma 4: Em um plano e fora
dele existem infinitos pontos.,
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pefini¢io 1: 0s pontos que Pertencem 3
s recta chamam-se pontos colineares,

pudoma 5: Tres pontos distintos ndo colinearec A r
(que ndo pertencem 4 mesma recta) deteminam .
ym pland.

Axioma 6: Se dois pontos distintos de

uma recta pertencerem a um plano, a recta / *;/‘5/
contida no plano. :
- 0 50 svioma desencadecy multa

polémica e sé no século XIX
Bolyal @ Lobachawsky, traba-

iomas do espa o] Ihands isoladamente, consegul-
que aceitasse todos of axlomas
Espago (E) € o conjunto de todos os pontos . de Euclides excepto o 5.2, Nio
encontraram cantradigbes &
El
A:I?ma 7:Um .piﬂf'!-ﬂ separa em SE'“"E‘T‘” :;nﬂﬁ:unMH AGBOmE-
dols semi-espagos cuja origem € o pro- . ot
;Iriﬂ |II'|EI‘I'IZ|r / ngl-er?pa;u E2 /
|
Axioma 8 (Postulado de Euclides): Por um ponto P
fora da recta passa uma e s6 uma recta paralela a dada,
A

Definigao 2: Duas rectas no espago que pertencem ao mesmo plano
chamam-se complanares.

Posicéio relativa de duas rectas
complanares no espago

Quanto & posicao relativa de duas rectas complanares no espago

temos que:
Re | Paralelas
ctas complanares ;
i tes :
iestdo contidas num Coinciden P'Erpenlfll:ularES
mésmo plano.5) Concorrentes Obliquas

se perpendiculares ou ortego-
Duas rectas n3o complanares dizem- e i

; ralela a uma delas por um po outra
gﬂ::ﬁ::?}ﬁ?ﬂ;ﬁgﬂﬁ perpendiculares. Caso tal ndo se verifique

dizem-se obliquas.

177
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Posi¢ao de uma recta
em relagao a um plano

- Uma recta em relacdo a um plano pode ocupar as seguintes POsigias.
i S ' lano).
Obs fo . - Aposta (a recta estd contida no p
Ws;;‘f r:Iaﬂ?;gJ::h e Indique a - Paralela (em sentido lato, quando a recta nao tem gualquer Pantq
a) Rectas r e 5. comum com o plana).
b) Rectas s e ¢, - Concorrente (a recta intersecta o plano num s0 ponto, podendg ser
¢) Rectas r e u, perpendicular ou obliqua ao plano).
d) Recta r & o plano o,
e] Recta t eoplano o, o "
) Plancs ¢ . Posicéio de dois planos
Daois planos podem ser:

- Estritamente paralelos

£y
. 4

- Coincidentes
Aﬂ /
Perpendicularas
Partindo dos sdlides ja conhe-
cidos podemas obter outros, . Cancormentes n
a que chamamaos troncos, sec- o i _< |
clonando os sdlidos dados 5?1
por planos que cortem todas
as suas arestas laterais (ou
At Obliguos
' I"
I\ Loirs .
WN— 7] 7
o E | f | S
[ S /
i rI -.-I'; |II I|II z - - .
ANV .i""‘j Exercicios resolvidos

1. A figura representa o tronco de uma pirdmide quadrangular regular
ao qual se retirou um dos seus cantos, Os pontos B, D, J e H 5300
pontos médios de quatro das suas arestas conforme a figura. 0s poT

tos C e | sio os centros dos quadrados que formavam as bases
tronco antes de ser retirado o canto,

a) Qual a posicao relativa das rectas LK e AB?
b) Indique duas rectas nio complanares.

e
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Geometria espacial

m

)
. plano da base com o plano JKE,

d) Qual a posigdo relativa dos planos

ET _ &

A figura ao lade representa um ,

con paralelepipedo de base [EFGH]

a em que a face [ABFE] & um qua-

" I drade, Utilizanda as letras da figu- }
|

Resolugao: ra, Indigques |
I

a) Uma recta paralela a FG.

a) As rectas sao paralelas. A b) Uma recta perpendicular a EF.

b) Por exemplo, as rectas AG e DE, ¢) Urna recta concorrente com BC.

¢) Arecta DE. | d)um planc perpendiculara ABC.

d)séo perpendiculares. A recta LG & perpendicular as rectas con- ; c
correntes Cl e 1J, logo qualquer plano que contenha LG, por /f,

exemplo o plano AFL, é perpendicular ao plano CDJ definido A
pelas duas rectas concorrentes,

.',_:1..........__----. e

L

-

=F

2. Observe a figura ao lado.

Indigue quais as afirmagdes que sio 4 -
verdadeiras: : Observe o paralelepipedo qua-
A, As rectas AB e DC sao concorrentes. drangular regular da figura abaixo
B. As rectas Hl e JC sdo paralelas. & o respectivo dual.

C. As rectas AF e IJ 530 complanares, Indigue:

a) Duas rectas concosrentes.
b) Um plano paralelo & recta LF.
Resolugao: €} Uma recta paralels ao plano

LA,
A. Verdadeira
B. Falsa, pois ndo sdo complanares.
C. Verdadeira, pois AF AGM, GM /7 1), logo AR/ 1, @ como duas rectas H G

D. As rectas GH e LJ s3o paralelas.

paralelas definem um plano, AF e U sdo complanares. ; m{
D. Verdadeira. YA\ 4
3. Considere o sélido constituido por um paralelepipedo e um tronco L é > J
de pirdmide representado na figura. \H /
2] 1% C
N
A B
E
H . {: + 1]

2) As rectas AB e DC 580

A. paralelas
C. paralelas coincidentes

B. perpendiculares
D. concorrentes nio perpendi-

culares i
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by

Observe o prisma hexagonal regu-

lar recto e indique;

a) A recta de intersecgdo do plano
FCI com o plang JKL

bl Duas rectas paralelas que ndo
contenham arestas de uma
mesma face,

cj Desenhe a secclo obtida no
prisma pela intersecdo do
plang que passa pelos pontos F,

Para ter a cereza que a barra
de proteccdo estd na hodzon-
tal & preciso colocar o nivel de
balha de ar de modo que a
balha fique centrada entre as

duas marcas.

Estamos, assim, a aplicar o Cri-
térlo de Paralellsme entre rec-
tas e planos,

8

Dados dols pontos A ¢ 8, @ um
planom, ¢ A E 7 BIE o, entdo:
AABC ™

B. ABE =

CAfEs
D. AB /=

180

b) Qual dos seguintes pares de
ANelO B.EFeJO

¢) Os planos ABC e ABG 530:

A. paralelos
C. perpendiculares

rectas sao perpendiculares?
c,ADeBC D.AEeDr

B, concorrentes ndo perpendiculares
D. paralelos coincidentes

Resolugdo:

a) A. ¢) B.

b) D.

Critérios de paralelismo e
perpendicularidade de rectas e planos

Paralelismo
 Entre recta e plano

Se existir num plano uma recta t paralela a uma recta r dada, que ndo
esteja contida nesse plano, a recta r e o plano sao paralelos.

Ser/it e tCa, entdo r// a.

r

£ =f

* Entre dois planos

Se Exrstlrer_n num plano duas rectas r e t concorrentes, paralelas a
outro plano, entdo os dolis planos sio paralelos,

Seretsio

rectas concorrentes do plano tio
o /. P cneser//Bet//Ben

el
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perpendicularidade
. Entre recta e plano

Se uma recta r & perpendicular a duas

tentes num plano, entdo r é perpendicular ao plano.

SserLs er.ltemquesetsioduas rectas concomrentes do plano

mentﬁﬂ F.L .

I

o

 Entre dois planeos

Se num plano existe uma recta perpendicular a outro plano, entao os

&
/: t /
y
Demonstremos este Gltimo critério:

Hipétese: rL 8, aUp rCa
Tese; a L B

dois planos sdo perpendiculares.

Demonstragao:

Traga-se uma recta auxiliar t que pertenga ao plano B e que seja per-

pendicular a s.

0 plano definido por t e r € per
concorrentes, perpendiculares a s.

Arecta r é perpendicular a t porqu
do plano 8.

Loge, o L B

Nota: A proposigio de partida que se cons
e i os provar é a tese.

A proposigio que querem e hlottese ® T m—

_ Demonstrar o critério, éa partif
G2 de racjocinios justificados, concluir a tese. |

pendicular a t por conter duas rectas

e r & perpendicular a todas as rectas

idera verdadeira é chamada

rectas s e t concorrentes, exis-

Geometria espacial

Coma o elxo da moldura é per-
pendicular is bases dos rec-
tingulos que a compbem, e a
moldura estd assente no plano
da mesa, entio o eixo da mol-
dura & perpendicular ao plano
da mesa.

i
i 47 F
| Ll A

Para verificar se uma parede ¢
perpendicular em relagho ao
chiop, basta com um fio de
prema verificar que este fica
encostado na parede. No
plano da parede existe uma
recta perpendicular 2o lado
do chao, loge os dois planos
sa0 perpendiculares,

Por um pontd P extériar & um

plar ce,
A, Pazsam uma infinddade de pla-

nos,

B. Passa apenas um plang,

€. Passam dads planas, um parale-
lo ¢ outro perpendicular 8 o,

D, Mo passa nenhum plano.

S
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WD) ercicios propostos
=== et = 1o e s -:%;-‘::h

1. Considere duas rectas paralelas r e s Intersectadas por uma recta t. Indique o valor 18gico das seguingg,
41 afirmagdes:
L
A. Qualquer plano paralelo A recta t é paralelo ds rectasr e 5. /—-..
// "
P '

' B. Um plano a paralelo ao plano definido pelas rectas s e t é paralelo a recta r.
l C. Uma recta paralela i recta t é complanar com a rectar.
_. D. Num plano perpendicular i recta r ndo existern rectas paralelas a recta s.

E. Ndo existem rectas simultaneamente perpendicularesaseat.
F.5e uma recta é concomente com t no ponto de intersecqdo com a recta r também é concorrente com 5

2. Na figura ao lado esta representado um cubo e um plano a que o intersecta.
a) Qual 2 posicao relativa entre o plano o e o plano ADH?
b) Qual a posigio da recta EMem relacdo ao plano a?
<) Indique a recta de intersecgio do plano « com o plano FBC.
d) Indique uma recta perpendicular ao plano a.
e} Qual o poligono obtido pela interseccio do plano a com o cubo?

3. Indique o valor ldgico das seguintes proposicdes e corrija as falsas.
A. A Intersecqdo de dols planos ndo coincidentes & um ponto.
B. Duas rectas sem pontos comuns sao paralelas.
C. Quaisquer duas arestas concorrentes num vértice de um tetraedro definem um plano.
D. Trés vértices quaisquer de um cube definem um plano.
E. e uma recta é secante a umn plano, entdo é concorrente com qualquer recta desse

plano.
F.5e uma recta é paralela a um plano, é paralela a todas as rectas do plano.

4. Indique, justificando, quais das seguintes afirmacées sdo verdadeiras:
A. Trés pontos definem sempre um plano.
B. 5e r e 5 sao duas rectas quaisquer, entdo re s sao paralelas,
C. Num prisma recto as arestas laterais sio sempre perpendiculares ao plano da base,
D. Num paralelepipedo todos os angulos sdo rectos.
E. A altura de um sdlido é sempre perpendicular a base,
F. As arestas de um sdlido sdo sempre perpendiculares i base.
G. Trés pontos podem definir um tridngulo.
H. Uma recta e um ponto definem sempre um plano.

5. Considere um plano a e uma recta r paralela a «. Entio, podemos afirmar que:
A. Qualquer recta paralela a r é paralela a o.
B. Qualquer recta paralela a a é paralela ar.

C. Qualguer recta perpendicular a r é perpendicular a o,
D. Qualquer plano que contenha a recta r é paralelo ao plano a.

182
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6. Considere os dois planos perpendicula
Entio podemos afirmar que:

A.Qualquer recta paralelaa o é perpendicular a B.

B. Qualquer recta, ndo contida em B, paralela  recta de interseccao r é paralelaa B.
€. Qualquer recta perpendiculara 8 é complanar com arectar.

D, Qualquer recta perpendicular a r é perpendicular a B.

rés a e B, sendo r a recta de Intersecgdo dos dols planos.

7, No centro de uma praca encontra-se um coreto com a forma repre-
sentada pela figura,

Indigque:

a) Duas rectas paralelas.

b) Duas rectas perpendiculares,
¢) Duas rectas obliguas.

8. Considere o sélido representado na figura, constituido por um prisma guadrangular e uma piramide
justaposta ao prisma.

a) O sdlido é constituido por poliedros. Justifique a afirmacao.
b} Indique:

b.1) Dois planos paralelos.

b.2) Uma recta e um plano perpendiculares.

b.3) Duas rectas ndo complanares.

b.4) Dols planos obliquos.

b.5) Trés rectas concorrentes. il g

9. Considere as afirmagdes: ; .
I. Duas rectas paralelas a uma terceira sa0 perpendiculares entre si.
II. Se duas rectas sao paralelas, toda a recta que encontra a primeira encontra a seg unda,
Il Se dois planos sdo paralelos, toda a recta perpendicular ao primeiro € perpendicular ao segundo.
IV. Se umna recta é paralela a um plana, ela & paralela a todas as rectas desse plano.

Podemos dizer que:
A. Todas sio verdadeiras. B. Somente a V. e falsa, C. Somente a lll. & verdadeira.
D.Somente al. e all. sio falsas.  E.Somentea Il. e a lll. s50 verdadeiras,

10. Qual é a afirmagao correcta?
A. Se dois planos forem perpendiculares, todo o plano perpendicular a um deles serd paralelo ao outro,
B. Se dois planos forem perpendiculares, toda a recta paralela a um deles serd perpendicular ao outro.
C. Duas rectas paralelas a um plano sao paralelas.
D. Se duas rectas forem perpendiculares cruzadas, toda a recta ortegonal a uma delas serd paralela a
outra.
E. Se duas rectas forem perpendiculares, toda a recta paralela a uma delas serd perpendicular 4 outra,

11. As rectas r e s foram obtidas prolongando-se duas arestas de um cubo, como

representado na figura: ; :
Sobre a situagdo colocada, assinale 3 afirmagio Incorrecta.
A.re s sho rectas paralelas. B.r e s 530 rectas reversas.
C.re s sio rectas ortogonais. D. Nio existem planos contendores.
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Teoria de conjuntos

A teorla avangada dos con-
juntos foi desenvolvida por
volta do ano 1872 pelo mate-
matico alemdo George Cantor &
aperfeicoada no inicio do século
XX por outros matematicos,
entre eles, os alemaes Ernst
Zermelo (1871-1956), Adolf
Fraenkel (1891-1965), 0 aus-
triaco Kurt Godel (1906-1978),
o hingaro Janos von Newman (1903-1957),
entre outros,

Considera-se Cantor como um dos fundadores
da modema Teoria dos Conjuntos e um dos célebres
matematicos e légicos do século passade.

Deve-se a Cantor a analise do conceito de infi-
nito, que de resto fora iniciada no principio do sécu-
lo por Bernard Bolzano, em Paradoxos do Infinito. Em
1877, Cantor provou que existiam varios tipos de
conjuntos infinitos, introduzindo a nogéo de potén-
cia de conjuntos.

Erm meados do século XX, a Teoria dos Conjun-
tos exerceu grande influéncia sobre o ensino da
matemdtica,

Apesar de ndo se poder definir o conjunto,
entenderemos que ele seja um ente primitivo, isto &,
uma colecgao ou uma lista bem definida de objec-
tos, simbaolos, etc.

Qualquer agrupamento pode ser chamado de
conjunto. Assim, pois, dentro de um conjunto estao
constituidos os elementos.

Uma das formas de simbolizar 0 conjunto e os
<eus elementos é representar o conjunto por uma
letra maitscula e seus elementos separados por vir-
gula e entre chavetas. L

A representagao em exten- -
sip pode ser usada para con-
juntos finitos ou Infinitos,
mesmo que o nimero de ele-
mentos seja muito grande.

Também podemos re-
presentar um conjunto por
meio de uma figura chamada
Diagrama de Venn (John Venn,

bearge Cantor
1845-19113

-_.-‘. ' I.._.
Johin Yenn
1834-1923

Notas histéricas

Iégico Inglés. Fazemos notar, ainda, que congy, %
mente ao que se considera normalmente nesta tag,
ia, admite-se a existéncia de conjuntos com yy, i
elemento (Conjunto Singular) € conjuntos spm

mentos (Conjunto Vazio). Notamos, ainda, que .,
conjunto pode ter um numero finito ou infinig de

glementos.

Equagdes qua draticas

O drabe Al-Khwarizmi
(788-850), num livro sobre
simplificagao de equaghes
com o titulo Hisab al-jabr
Wal-mugabala (aciéncia
da reducdo e da confron-
tacaos), utiliza pela primei-
ra vez a palavra al-jabr,
donde derivou o termo
aalgébras, enguanto que ©
termo algoritmo deriva
duma latinizagdo do nome

Manuscrito [ating de Al

: Khwarizmi
do propric autor.
Al-Khwarizmi apresenta um método de reso-
lugao de equagdes do tipo:
axd = bx=c¢
axt = bx axt + bx=c¢
ax? + ¢ = bx bx + ¢ = ax’

Os persas seguiram o seu exemplo e, entre
outros, Al-Mahani, Al-Khazin & Omar Khayyam,
dedicaram-se ao estudo da resolugdo de equé-
p0es.

Fungao quadratica

Galileu estudou © movimento dos objectos
em particular o lancamento de projécteis comd
setas e balas de canhdo.

Galileu acreditou que uma corrente presa 1%
dois extremos e pendendo livremente seria U™
pardbola. No entanto, hoje esta provado qué a5
trata de uma catendria.

Das conclusdes dos seus estudos, 53'"*"“: e
demonstragio de que a trajectdria de um Pf
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curva chamada pardbola, e nio duas
; rectas como Aristoteles pensava, pols
tava que um objecto s6 podia realizar um

svimento de cada vez.

linha

De acordo com Aristoteles, a trajectaria de
qualquer projéctil & formada por duas linhas rectas.

Quanto &s propriedades da pardbola, é
curioso saber que se aplicam na construgio de
edificios, comao aconteceu no Capitolio dos EULA.
projectado em 1792 por William Thornton,

A Cimara dos Representantes costumava
reunir-se neste local até 1857 e conta-se que um
membro desta Camara, John Adams, verificou
que, a0 colocar-se em certos pontos, conseguia
auvir distintamente as conversas entre os oulras
membros desde que estivessem no ponto oposto
da sala. As pessoas situadas no meio da sala ndo
conseguiam escutar.

Este fenémeno basela-se no facto de o som,
ap incidir no tecto (reflector parabdlico), ser
devolvido paralelamente ao eixo para 0 outro
reflector, indo depois convergir no ponto focal.
John Adams colocou a sua secretaria nesse
ponta.

In Theon! Pappas, Fascinios da Matemdtica, Ed. Replicagio

As utilizagbes tecnologicas 530 indmeras. O
funcionamento dos fornos solares, 05 fardis dos
sutomdvels, as antenas parabolicas, os radiote-

05, etc.

Faral de automdvel

Notas histéricas

Logaritmos

Desde o tempo dos babilénios que se tentava
simplificar os célculos, tendo como principio basico
que era mals facil adicionar numeros do que multi-
plicd-los. Foi com esta civilizacdo que surgiram as
primeiras tabelas semelhantes 3s actuals tabelas de
logaritmos.

Vérias tentativas foram sendo feitas até que, no
século XV, John Napier {ou Neper, como é geral-
mente conhecido), nascido em 1550, proprietrio
escocés, Bardo de Merchiston, administrador das
suas propriedades e simultaneamente homem de-
dicado 3 Matematica, descobriu um método que
permitia facilitar os clculos.

it il

.J’.I'.}"'“.:‘
LLL
i

SR

|
K

T

-k

[

Parmenor de uma tabela de logaritmos de Napéer.

Publicou, em 1614, a obra Mirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio (Descricdo da Maravilhosa Regra
dos Logaritmos).

Neste trabalho, Mapier apresentou a definigio de
logaritmo e tabelas compiladas por multiplicagbes
repetidas equivalentes a poténcias de 0,9999539,

Henry Briggs ao tomar conhe-
cimento da obra de Mapier, entu-
slasmou-se pelo tema e
propos-lhe um encontro para
analisarem e discutirem em con-
junto o assunto. No Verdo de
1615, Briggs acabou por sugerir
a Napler a base 10 como base do
célculo de logaritmos. Tal suges-
tio fol acelte, mas Napier jd ndo
teve tempo suficlente para alargar como queria o
seu trabalho, pols em 1617 morrew.

Henry Briggs
1561-1630

e
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Geometria

A primeira demonstra-
G40 escrita de que apenas
existem cinco poliedros
regulares surge em Elernen-
tos, 13.2 livro, de Euclides.

Pela eriginalidade e
importancia histdrica, pas-
samos a transcrever o texto
de Euclides, mas antes é de

330-260 a.C. notar que este:
- Chamava figuras também aos sdlidos no
espago.

« Em vez de poligonos regulares, considerava
poligonos equilateros e equidngulos.

= Chamava dngulo sélido a figura formada
por um vértice e pelas faces que nele se
encontram.

... Digo de sequida que mais nenhuma figura,
para além das referidas cinco, pode ser construida
por poligonos equildteros e equidngulos iguais uns
gos outros.

Pois um dngule solide ndo pede ser construido
com dois tridngulos, ou mesmo dois dngulos planes.
Com trés tridngulos constrdi-se o dngulo da pirdmide,

188

Notas histéricas

com quatro o dngulo do octaedro € com cinco o
dngulo do icosaedro; mas um dngulo sélido nég
pode ser farmado por seis tridngulos equildteras o
equidngulos colocados num mesma ponto, pojs,
como o dngulo do tridngulo equildtero é dois tergos
de um dngulo recto, 05 Seis serdo lquais a quatrg
dngulos rectos:

O que ¢ impossivel, pois qualquer dngulo sdlido
é formado por menos do que quatro dngulos rectos,

Pela mesma razdo, também um dngulo sdlidg
ndo pode ser construide por mals que sels dngulos
planos. )

Com trés quadrados forma-se o dngula do
cubo, mas com quatro € impossivel formar um
dngulo sélido pois haveria oulra vez quatro dngu-
los rectos.

Cam trés pentdgonos equildtercs e equidngules
forma-se o dngulo do dodecaedro; mas, com guatro,
¢ impossivel formar qualquer angulfo sdlido, pois o
dngule do pentdgono equildtero sendo um dngulo
recto € um guinto, os quatro dngulos serdo maiores
que quatro dngulos rectos: o que € impossivel.

Da mesma forma, qualguer outre dngulo sdlido
ndo pode ser formado por outras figuras paligonais
pelas mesmas razdes de absurdo.»

in Elementos, Livro Xill

___—-‘
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1: Teorla de conjuntos pp, & a 21
iy de consolidagho
1alA= (8,910 11,12]
JC=124.6810,1214,16)

bl 8 = (sl 0 u)

£.alAUE=[-4, +mf

T.......:i-.--.r._. -H
d

- b A -
- 0 ]
EIAME = [-4,6]
-l_-.'.-:l.-_. .-.- I-- -_r'a -. 4_. - :'-_-L
- -_i_."'.qrsi.a:.‘_.‘.:rué -
E.I.I'.,E-I‘.q..r_ql
- Bt
VT T
= .-I..l'__.-'_ l"_.-'r.-_-_: .".'_-".'.-"," i -
JAITEHL
LA 6B 7.€C. 8. D 5. E.
0E 1LA 12.0. 13LA VLA
15.D. 16.c. 17.8. wc V.

2.8, 31.c. 372.A 2.8 ME L
% 4 [ R
A - B <

) ‘/{ {_{j )
.l :
0 A B dj |r'" -
C\ :
.3 AutBuC) munmuc
AUsINENC) d) BrichAl
2.3 alunos

ap= 2 elE=11,2,3,6918
fnF=1=111 4glG = (8,9,10,..]
1alaEA blACE T b=1:
dIACE claEB nage
1.aF bl F cl'V el ¥ e} F
4B el &6
eal|meml  BI-L I
alnsl ) )=, =20 L2, +o]
7.a111, 3. 5} {1, 23, 4,5 6 8}
g |-t BIme UG, 4
£l ]=es 1] U ] 5, +enf di[=2,3]
Exercicios propastos pp. 15a 31
1.2 Z\J0} bl ¥ c) T
d el @ no g1 Q@
Lall-20 b1 [2. 5] £
di 3. 5] #j)-25]
328 B){0,1,2 3456749
¢l {8, 10} di{1,3.5 7.9
efi1,3,57.9

L &

Unidade 2: Equagdes quadriticas paramétricas

glmples pp. 228 29
Exercicios de consalldagho

1.a)s = (1,2
biS = (-2,3)
as={-+.2|
:us-[-—;.zl

2005=m>-L bl §= |- Z|

-:Liﬂm"'—% dis={=3,1)

)5 =1 s =1-3 gis=@
3al§=m=1 bl § = {25.9)

Exercicios propostos p. 29

LR Ll LB B BB

. L. 1./, 8. C. 9.C. 10, 0. 11

Unidade 3: Equagbes biquadradas pp. 30 a 3z

Exercicios de consnlidacis

L.ajs=[=2131
e s
1:'—— .
1.-.IE i 31| 31r 1.2
1]:.5”"'?. E'I

ils=0@

2.0x=3 e+ N iw= 2] x4+ 3}
Lalg=26 +25=0
Exercicios propastos p. 37
1.8)5=[-22)

c) 5= 1-575]

el =[-L1}

gis=0

HS= -1

k§={-22

mf = [-11]

ol §=[-b —aab]
2.a)ut — 2500 =0

bt =-M+ 2N+ 4+ 21=0
d:“'+1|.-l ~Imp

3w =3} [x + 5)

Wanlidaala 41 Finngdo gpuiadeatioas pp- V8 a 51

Fwwradilgin ile convalldagdo

.80 :%ﬁ b W1, —4)

b5 = [—3.3}
dis=[=212}
ns=ga

hi§=({-3.1]

bix' =167 =0

blS={=10.1)
di§= =303}
ns=|-3.-1
h1§= (=33
j5=1-2.21

ns=|- l—%,“f,ﬂ

n:Su{—— —u:.%mf |

pIS-—{——

il

g

clxm |

Digitalizada com CamScanner



—

1

|

T E—

Solucgoes

—

= —_—

1']“‘2&;--1,’{”_ __l

: #1090 g(=1) = 2 |
ou == P
5 ﬂ '
h:%_E!.l_E' ch#:__.% I
==k -2+6 dl1sou3s

4. Crescente: [0, <[
Decrescente: | —ox, g

S.mE]-=, 0

6.21M0, 2k O =]-w, 3 BIVIO, ~5) O =[5, +=f
V1 D=1, 4o dl V0, -3} D =]-m, -3
e WI0.45); O =145, 4= fi VIO, -30% & = ]-w, 30§

g ﬂ.—--:T}- cr'-:]au,-.;T]

7.alh

bl F

g
B,

a8l W1,00: x=1 bl W—2.0);: x=—3

i N SN | A
c) l.-"( l.n],x = di v u),::—

i_?
3 L) —i
a] V(a.ﬂ). X= 3

§.a) Wi—=1, =1}

1
2

LY = ]=w=, =1k Eino de simetria: x = —1

bl V(3,35 O =[3, +=[ Eixo de simetria:x = 3

1
2

€ I-"(%. nz} OF = [=2, +={ Einode simetria:x =
10. a) 10, 6(
1LalA< umel-W--i{

o3

b) Negativa: J—e, 1[ L ]2, o] Fositiva: 11, 2[

) O grifico da funcdo sofre um deslocamento vertical,
Se m < 0,desce.

se m > 0, sobe em relagho ay = —x? + 3x o nime-
ro de unidades indicada par |m|.

Exerciclos propostos pp. 50 e 51
1.8, 2.C. 9 4. B, 5 C

&, a) O gréfica da funcdo desloca-se 1 unidade para a
esquerda sequido de um deslocamento de 2 unida-
des para baixo,

—

190

- —— e ——

—
b} O grafico da fungdo desloca-se 4 unidades pyy, 2

direita seqguido de um deslocamento de 5
para cima. et

7. flx) = 2t
B.al4 =15

b 1=, 4 = V15[ U 4 + V15, +=f

el fix) = (x — 4} — 15

dl O = [—15, +=[; Eixo de simetris x =4
3 3 9]

1
g{#‘?"i‘{l-w hm“"'iﬁ-'|

[an———— k& =
9. Al = —x? + 7% e
A drea do espelho 10,5625 m?. i

10, Area maxima = 500,447 m*,
Dimenszbes: 1942 m por 25,77 m

1.8)fix) = —dix = 1P + 4, xE[0,2]
b1} fix} = =8 — 17 + 8, x € [0, 2]
b2} ) = — 2 =37 +4, xE [0, 6]

12. a] Zeros: x - 1.x=l V{i.-l]

i 4 B

1
bl =|—— 4
| [ B ‘I[ cl

13.a) CS. = {2,8)

Unidade 5: Inequacées quadriticas pp. 52 a 63
Exerciclos de consolidacho :

1. &) |—=, 5] b} |-=, -3] t][‘--:—. +"=-[
8
u;];.ﬂ[ e)]-% 9]  Nl-2, +f |
9lsrel  wi-e+al |2, 4
g L[]
B2 e |
| [4] |
2.2 ]—1—5,+w[ bl 1]
3.[-1}
4.a)] ==, 21U 3, += bl =4, —1[ |
@ d) Ryi—3) |
O = VBIUN + VB, +=(
| S.a)]-m -3 b)1-3,2( *-
6.2 (0,2 b} -, 2] U [3, +=]
. cl ]_ml _4] L Hl +m'[ d) l.-'s.- ln]
8. b} 10, B[
9.a)t~ 248 Bl 1T m c)t= 3485
e T e ————— __—--—"'"_'
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Solucgoes

ff:;-"____‘_‘“____._ P S —
ddﬁprn'pﬁ“lﬂlip-ﬂ'.
p,alx E10,40 HrERd
2
:]IE["“'-_ -E—}U[L +2]  dix €[-2,1]
” 1
Qx€El-4, =3l oxel- 3.3

glx E1-4 =1V

bl x € [2 ‘zﬂ-‘“zﬂ

2.a[-1.2

3, 4500 < x< 9500

4xE-31 5. & 6. C.
7.;}]&%{ b) ]ﬂ-r. }1] u [% ﬂr[
galR=4840 bi U E 212, 240[ ¥
g,a) 155m b} 35 20m

¢) 5im, a partirdos 7.3 5.
3 1 25

1l}.liT.—l bF'l"[:vl‘—.— ?]

chid, — 3} df
3 ,'
t]'Jr'E]-FF.."IlU]*i'."" :'C[ \'j

blt=73s clh=80m

b) € = 1400 MT

1l.a)60m
12. a) 40 unidades

Unidade &: Fungio exponencial pp. 64 a 81

Exercicios de consolidagio
1.2} N* de habitantes em 2000/01/0
bl N de habitantes em 205040101

¢} M2 de habitantes em 1990/01/01
d] Em 1 de Jangiro delmﬂapﬂpulan;iu duplica em rela-

¢i0 & existente em 1 de Janeiro de 2000,
2.3) Tris dias depois de surgif na ralevisho o anincio ) fol

visto por 12 » 10" pessoas-
bl O nimero de pessoas que javivo
ultrapassa 10° exactamente aa segu

andncio atinge &
ndo dia de exibl-

ﬂg:amn de pessoas gue Jd viv @ anunclo aumenta
10% em cada dia.
T
sayg  wiFe1E ot
5.a) 3‘{' hl-li galt
H-.-‘I'--'--"'_——-'i-_ e — - -

| 6.C :
|
7.a)4 b — — e} 10
B.a)2 b) 4 ¢) Vi diz
g.a)4x5 bjax2™
ﬂ%x:hnaax:h*! &) 202 + 2)
AEEI D EIEERE
10, Flosjosjos| t J2]a]® T EE
12.a)3 b3
15.a)x=1 b) Méo hd gx=0 dix=0
T6.a)x=1 b. 1} =1 b.2)2

17. 1 526 toneladas.

18, =~ 2541, n(t) = 2000 X 1,005, t em horas.

19, = 609 ¥ Alt) = 500 X 1.0

30, 1 160 MT & 54 céntimos. O montante do jura & 160 MT
& 54 céntimod,

21. 3.5%

22, 68911 30MT

24, P=211481 MT

71, C =1 865,54 MT
25. Pex 177 milhdes
Exercicios propostos pp. B0 & E1

1.6 2 A 3B 4B
5. f & mondtona crescente se 8 > tek>0ousel<a=l

gk«
i monstona decrescente sea > lek<Dousel<as
Tek>0,
. al
—
i

i

b) Durante aproximadaments 10 meses: até a0 inicio
de Movembro

c) Aproximadamente, 5 meses e 18 dlas.

() m{—;s-}'-{_‘fg-]‘
&) 4t a(- %}’ o (~ 1)
ga) Vs = V25 m':fi-'fu?r‘; ava
1
| 1 1
g9,a) 22 b5 *

-y
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1 3

10.a)— k]

b b3
11.a) L k=

" 45 b) 33
12. Por exemnplo:

a)fl=3-2=

b) fix) =— 2 . 2=%

€) filx) = 23

) Fla) = g 2 220

13. b) 108 (1,02)% = 1 922 231
14. a) Na iniclo de 2000 havia

bl 12 anas,
c) plx] = B30 - {1,06)*- 1950
i

[ TR ———

B30 - (1,06)* = 15 289 habitantes,
Se considerarmos que o inicio do séeculo fol em |
2001, a resposta é 830 - (1,06)%", '

15. k= B M = 16 200 bactérias

Exercicios de consolidacio

1.a)x = logg 7 b}1'=hgﬁ2n
cjd =3 d) 2= aF

@) x =25

15 divey
eV n=*

3, a) o0y b logyg 107
an, d} 10910
e) 497 filogs V'

4.a)3 bi 5
€0 dj %
- =2

&
b8
dy2v3

i.’ﬁg.g'-_u b) 1,301

2 a) =1 b)VIZ 13 =313

=012

Unidade 7: Logaritmo e fungioc logaritmica pp. 2 a 105

B. ) logyg V10 = bogyg lﬂ% _%hﬂl- 10 E_;'

bllog, (16} = log,4* = 2

9.2) log 27 bliﬂg;%=|ﬂﬁa?5
c) bogy x d}log; & !lhﬂ%
1n.-1n-]——§-,+x{ b) O = ]—=,0[ U 10, +={
c) D=]—4, +=[\[-3} d)D=]0,2{ U |4, +=[
11.a) 10 b)7 €10
12.a)2 b & cj2
13.2)6 u;% o %3
{  dj23
E 14.a) 2429 b) 0,745 <) —0,109
dl 5,262 e] —0737 i —0315

15.a12x+6 bl2logyx = log; x* ou 2 log, =* = log, x*
cl4 dio

16.a) V3 bj2

17. Fungao logasitmica de
base Ll
aE L ! 1'..'
| O=RhD'=E. HAE W R
| tem um dnico zero em [ | W
| x=1;é decrescente, o — gt
grifico tem a concavi- I T T

| |

dade virada para cima. I

18.a) a= —1
20.3)1-m, [ b))—o, =5[ U]-1, +2[ €] ]==, 3[\ (2}
21.a) =1 bides ) Nio tem zeros.
22 a)log x + 3 = log x + log 10° = log [x- 10
biM(100) =5 cjx =104~}

d] 1 metro = 1000 mm

) 10A pols x (M + 1) = M= 1-1 =

= 1043 10 = xiM)- 10 = 4. 10
HHW!-WFIGMN-HM
24.a) = 31 milhares de anos

blt=g Smlng;-i—;'r::nm.ﬂ-lm gramas e f em anos; [
fepresenta a idade em anas de um fdssil em fun-
§30 da massa M de carbono-14 por grama de car-

.w
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Sﬂiugues

e o — —_— - =

D=1 =1-=,00UN, 3
ﬂ;—'l II—IIIJ _][ U}u- +ﬂ[

Exercicios propostos pp. 102 5105
1.0, 2.B.

4 AFalsg; >0, VxER
B.Falto: se a e b forem ambos nimeros negatives,
lagla * b) também representa um namera real,
porgue o produto de dols ndmeros negativos &
positivo.
. Verdadeiro, numa base maior que 1, 05 numeros
entre 0 e 1 tém logaritmo negativo.
5.8190
b} Coma a funglo & crescente, a partir de P = 107
)Py = 2J[P) == 170 + 10 log P =

=3qﬂ+2ﬂlugF1-1Dbg.T:-=1?ﬂn.L=

]

3.8

llul'u"_

-B

dlx =1 000

5.A

7.a)M0l=8  BIMN=32et=40
n

elt=20log; 7

exprime o ndmero de dias de experiéncia (1) em funcdo
do ndmero de pegas produzido por hosa (M.

lalsl]hg!'-q'-—zwﬁ- 34
BlA = 9T h =-1|ug,317
= h=2log; [4T) = 2flog; 4 + log; T
=22 +log,T) = 4+ 2log; T= 4+ log, T?
Ra)A =0 A AS)=2ea=3Nb=2
Blr=1leA=1217
H-Iug:{% = 1217 &= [ = 26 segundos

10.a) V5 bl“*} IV7?

e TR S e e e

1.2)1 +x

b)x — 05
e) =2x

) 3x
fix=3

12.a) 20 decibéis  b) 10° Wim? c) = 68%
13.0) M~ aglngli— %iﬂgﬂﬁxmﬂ

M= 067log E— 253
b) E==25 x 104 +4
=+
ouf=10 & El'?!
:]usanch:ptimeﬂw:halmm
Eid) =25 x 10")
Ei5,6) =25 x 10"4)

B56)
25w JR e 251
Ha)

|
i

dimdy = H-—Iug

:.5:1:1:1"

lesum* Shg 0

14, Deve ter em atencio que o aescdmento da fungio logant-
rriica & muito lento quando x == =,

al2 b} 0 dz2
=5 ¢=(L1F pl=100=~70
15.a)y=6 x [ﬁ:]- ].'-’

U animal de peso 10 vezes superior a outrc gasta 7.9
vezes mais microlitros de oxigénio por hara.

d)2

16, &) Tende para 2ero,
b1Q=10-kogy; P* D=10,12)

17. a) A — altura 3 m; demora 14 horas a despejar
B —» altura 3,5 m; demora 7 horas e 5625 minutos a
despelar
k) = & h 38 m depois do inlcio do despejo; altwra da dgua
= 2 2m

18.C. i5.B.
20.C. 21.0.
22, A, 23.A.
24.C. 25.D.
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Solugodoes

= — _— P _-‘--—-:ﬁ
%
UI'IH-II:I! HiTﬂgﬂnnmﬁ PR 106 a2 151 3
Exerciclos de consolidagio 19, al z8n @ -F 7
T.a) = 2.8 cm b) = 58m €l =22em S ¥ :
2. Sho: [MAA] e [LLA), o = 250 | r
3.2)678m b)35595m? ;
4.65m b]msllﬂﬁ .
5.0) r=2 biy=9em *
; ok A 0
4
7. Sim, porque tém dois ngulos iguals,
B. a) Porque tém dois Sngulos iguats: ?
gl m A 20.2)0906  b)O017 c] 0,194 d) 1,036
mmilf‘*'“““'mﬂ“ﬂmw Mal=~71" BmT =B dmar
b) [ =4 cm 12.4) 0,875 b)0.574 e] 4011 died3"  ejB3E
T | 36 L.AVEBYECVY DFEFFRV
I 2 4 24.2]498cm bl473cm <l 1462
"T"h%*%*;% 5.2)331em bI351em ) 954em
1Malx=75cm blx=20cm || 26.20399cm b)1316cm <) 10.29em
1.a14 b)16 | | 27.a0391cm bl216em  c)1ASem
i
12.a)8 (HE | | 28, a) 58° bl 51,87 c) 54.9°
{ 1§ 1
Exercicios propostos p. 112 i]ﬂ-a]mp-—é—— bj ig €] -
1.2m 2.30m | -
3.P=288cm A=4032am 4. P=315m | | 0ald BVF d1+3V5
| 3 ¥
Be 6. C. ' .H.Eflrquur{%} +ﬁl 1.
. il.min'-—esenﬂl‘ﬂ—:mnil]“:Eecu:-m“ﬂE
Exercicios de consolidacia | n c . £ = c ¢
318 X2 b= o) M2
13.2) LU h]l'ju el ufa dJ.ﬂﬂU i : o 2 2 ]
ua}n.aas.-o.a:r_a:u.m;msa bl 0,56; 0.80; 0.7; 1,428 35.AB= 163 km
1 12 _5 _E || 35 AT=40vI=6928m
15.a) sen 13 (=11 tgo | 5o < i
blsenp =2 mﬂ“ ‘Hﬂ'u | 36.c=40,72meh~3827m
16.a) 3cm | 37.Ndo, gastou cerca de 18 m.
| bisend=06 cosB=08 tgB=075 | 3m.a) 243m b} 4,19 o
= 1
senC=08 cosC=06 tgC=13 | 9.0~ 165m
17. al sen 32 = 0,53; cos 32° = 0,85, tg 32° = 0,63;
b) 60° — 320 =580 Exercicios propostos pp. 124 e 125
ean 5B° = 0,85 = cos 32° 7.a)senx = cosy = 0,64; cosx = seny = 0.77
3 1 b)... seno.... co-seno
lE.tga=El'i
La]unr-ﬁ,Mx-ﬂ'Etgx..E_ cotg x =
R B i
9.2129" b)755° 92 d) 325°
hﬂ'_—#
- __-.d
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Solugbes

10.a} 89.72% b 0,819 c) 2720
d) 0,9958 el 0.5
11.a) 38,5 b} 56,2 EFAL
12.a) 3 am; 14,11 o 1443 cm T8 90e; 120
b3 cmg 4 cm; 5 cm 36,9% 53,19, 90°
e)13cm; 12 cm; Scm 67 A% 22, 6% Qe
13.0)PO=46cm; NO=65ecm  bjees
¢} Niio €, porque FMQ # QPN
14. C.
15 Sim, iluminam cerca de 32,5 m
16. 50 cm 17.22m
Exercicios de consolidagio
40. - o,
Graiis | Faciarog
3602 2x
EEAR %
S00= 17: b
i 180 m
5=
450 §
s -
x
ol W T
I
452 | #
1 a
L 30= 3 y
4z
#1.::% rad I:!I;;— rad -:I%- rad d.'—3- rad
42, 18] 30° b &0 ¢) = 1807 dj 3002

43, 2 rad 44,05 rad 45, 1dem

46.2) 0 b %
47, Falsa, m;mmgmﬂu no 4.2

48.a) 12238 b} Impossivel
4%.a)2%ad® b 22
50.D,
§l.a) 1029 b} 22e 48
e} 22ed.°

52.al4° bilcede cl4r dil”
53.a)v3 ]
54, a) ¥ 2]

_g.

X

.

55,— 4 sen (2a)

56.4) = 3,79 b) =~ 3,99

s7.a)x=km KkEZ
n:x=§+=twux-z-§+m, keZ

dix=km, kEZ

e] Impossivel

Eﬂ.all:r--n'+2hr,kE!'
™
m;:.-;i+z.t-rr-.,.-x=- i-l-z.hr. ke X
£) Impossivel

59.;::—%" +kn, kEZ
b) x = -% s km, kEZ

:Jx=%+h‘. kEZ

| B0, a] sen (x + w) = — SENX
—genx=lesgenx=—1%=

X = %'ﬂ"".ﬂ'iﬂ.l’EI

b}il'-.'ﬂ{l"% = — 05X
1—mx—2am;x-—lnx—n+m,kez

| 1 .1;..;;-%4-!::.#'51'5-[—%,

b= 2nk, kKEZ § = {0, 2x}

;. L4 -

el x 2+!EJEEIS { 2372 dj p 3
In

i o
L= B e = —— T r_rh
1 { =S n 3 ™ 3 } i

52. a) x——%-lrﬂ'n. kEZ v r-%u-i- kin kEZ

bix= 2+ kam, #EE’U#*%+&E&EEI
:Jﬂ=1—';-+hl:.. kT v ﬂ=%+kmkEf
ol x = k2x, ﬁ:-r-.‘-za.;x-t-;—+k2:.kEE

elr=km kEZ v I-E+ -?.HEI

ﬁ3.a]x=—%+ﬂm lrEIu-an+ K kEZ
I'.r}ar-%i+ﬂn. kEZ Y :-—‘3; + 2 kEZ

c:u-%ﬂm kEZ :-—%H::.Jrez'

d:x-%-ﬂ-h, kEZvX="— %+mtez

plx=3+ 12k EL yx= =34 12kkEX

M
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H-ii#-ﬂ‘”m:-% h!x=3ﬂ'mx=%

clx=0 d) x = 30% oux = &

w A
!Ix--ﬁﬂﬂux=7 flx=45pux= vy

i
i]-t-ﬁ'u-uan hlxnww:-;-

Exercicios propostos pp. 1492151
1

“‘“]E bl2ya +2
18.D.
20. A.
21.a)
22, a) 3480 g 1920 b) 110 & 250°
c) 30e ¢ 1200 didde e 220 e)60° e 1207
El.ar——-";i—l—ﬁ b3+ 2VZ n—%
24.0.
25.a) 2007 e 3402 bl 50ee310° ¢ 160r e 340°
o) 450 @ 2250 &) 120" & 2400

26.a)a=35+ k360, kEZ v a=14+ k36P,kEZ

bBla=115+k360° kEZ v a= =115 + k3604 kEL

7.8, 28. C. 29.B. 0. C.

A1.tg 8 + sen (900 8] = 1y 0 + mn—E.,.lii

Xl a)me 7I0 p s QRIS
£ = 304° g = (245

b] = 24% g =~ 156°

e e e— —

Solucgdes

e e e

7n
SE-IDS'WE
19,a)0 bl 0 el di0
40.2)1® bl1e c3* dile  ellr flde
:l.ajﬁzﬂ -1 3'13
VE w-V5
dj - S ] T
=YI1
s2.50n(5-a) =cosa= T2
A3

21

Y e

(3 *“}'"%ﬁ"ﬁf_ 2
5

dlalx=~ =123+ k2 kEX
blx =042 +knkEX v x= 115+ kn k=X
=01 +kkEZ

L

an a3 BI[=1M0F )0, e

- S i
diJ=2.=1] u|[ 1, 1{
fil=2, =vVIIUVZ 2]

A5 0je= 041 + k2 kEF v x ™ 273+ kI kEZX
Dix= 184 + 2. kET v x= -1,84 + kK2 kEZ
clx= 153+ ke kET

-

Unidade 3: Estatistica pp.152a 173

Exercicios de consolidagio

1.&}F[|1H? b] Infinita ¢} Finita ] Finita
2.a), ¢}, d] e e} Discretas; bl Continua

3. a) Conjunto de 10 pessoas b Estado civil

¢} Seltelro, vidvo, casado, divorclado, separado
A,

- absohuta | relativa
3 O
B | 2 Y T
w1 w
L
. R
L
\Jotd| 10 10 o

=
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di Menos que 30 °C = 31,4%; maiores que 31 9C — 59.4%
&) 0,500 [

! | ¥ L
et PR s b
» | v | v |oom
= | 3 4 LT
T 7 7 Tswa—
e i R 8 | oom
“a | = w | aoes
™ | A 3| oo
TR T '
m | 8 | @ |wm |
| 6 | » |oum
W | 3 1 oM
= | 1 | = |oamm |
o | 2| [v ] |
b) 35°C; 1 c) 0,031 I

.

apresentar um exemplo cuja médla seja 10 mas em

que os dados estejam mals espagados. Exemplo: 2,
10,18,

Exercicios propostos pp. 172 e 173

1.a) A populagio é o conjunto de 100 jovens aprovados
para o servico militar,

b) A varidvel estatistica ¢ a altura e & uma varidvel quanti-
tathva continua.

e] 52

2. a) Preferéncia de ocupacdo dos fins-de-semana: varidvel

i
'|
! estatistica qualitativa,

6 b) )
a0t | (owwamsoltecthed £ |
Wb i £ | |Goema | 35 [3sw[35 |
) o | Desporto | 15| 15% | 50 |
™300 110 120 130 140 150 g Discoteca -H:l | 40% | 20 |
| Teatra 0| 0w 100 |
T ] 6] G | B - :
(o 12188 Lo0 L] b} 10 l
1 2 o2 3 _ I
| 2 | 3 | o030 | am | 4. k=10 5, 0%
3 1 om0 am : |
4 | 1.0 | g% 6. (o _| Frequinca) .
s | 1 a0 160 :lf"-_srss[_ 4 a) 18 valbores
Totad | 10| 1 o 155,650 a b 5 valores
E::i - ,1,— ¢} 18 = § = 13 valores
o d) [105, 115 |
1o 13
I.I}ﬂ”m ﬁ%. IE[- -'H__ = q] |1D5. 1]5‘.
. (115,125 9 f110
. Tias 138l 3
| 1 [135,145[] 4 gl 38; 65%
|| |masTsst 3 ) pe 40w
| s o —| M
[es, 17512
T 3 ':_[175. 185l! 1 -
9.4 8 b) 4 - d .
10 2) [9, 12 bj 152, 58( 7.8) 1,5:4,5 7,5, 10.5; 135 )19,
N.a)10 b} 10 ] 118 116,91 djE =19 CE
1Za)¥=115 bj = 11;moca = mz[_ 8.5 =Bdem =424
. al[91 . =
::'c:tm e 'Eﬂmi:f— 7 Lo i ) 58; moda
B X = 72 b1 96 g
i =16 9.a) 88
15.2) 23 b % = 13,08; moda d ;i
0 0,= 347; 0= 3,7 |maiamp=6 Bet=if Escaldo 2
16, 3) v | 11.a) 250 funciondrios b
ﬂ: wdﬁviu padréo & malor do que 0.8% g ) Nbo porque a varidvel & qualitativa 2
n -
L__ que ser a dispersao relativamente & M e e

i
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12008 = 104

Ill':"q

] 20% d) 35 cobalas

13. a) Varidvel quantitativa continua
b)E = 23: classe modal [15, 30[; classe mediana [15, 30{
) e =11,8; & =139,24, A varidncia ndo ¢ utilizada por- |

Sulugﬁﬂﬁﬂ

uma recta paralels a
. AFalso. O plano pode conter ’ L
"ﬂ'mn la m”“mp?:ﬁhgunlnpirﬂtfﬂlm:h“

(4718
B Verdadelro

Falso. A recta !ptfllﬂ"'-'lr-ﬂlﬁ'l'l,pum paralelo ag
ﬂpllnud!ﬂnldup::u rectas ¢ ¢ & @, 1000, N30 ser com-

planar com f.
D.Verdadelro

E. Fals. Uma recta perpendicular ag plano definida

| Exerclcios propostos PP 1820183 -'|

fue vem expressa nas unidades so quadrado.

14. a) Classificagdo de um teste de Biologia - varidvel
quantitativa discreta. |

E. Falso, Se a recta for perpendicular 45 rectas re tno se
ponte de intersecgio (pel ndo & congorrente com 5.

| 2. a) Perpendiculares

| e TR || blSecante

B | ass
! B - | dIFCipae)
| e | necinge
| :; ¥ gﬂ: Mond MM w M3 AL Falso. A Intersecsdo de dois planos & uma recta.
i e |1 o ) [ | B. Falso, Duas rectas complanares sem pontos comuns sbo
| QE=12&% o=157 § B v
I 15.% = 2 D. Verdadeiro

E. Falso. Se uma recta & secante a um plane, entdo é con-
corrente com as rectas do plano que passem pelo
ponto de interseccdo da recta com o plano.

F.Falso. Se uma recta & perpendicular 8 um plano, é
per-pendicular a todas as rectas do plano.

= el = Sy

Unidade 10: Geametria espacial pp. 174 a2 163
Exercicios de consolidagio .

1. a) 5im; complanares. b) Mio; ndo complanares,

4. ALF, ¢ e farem ndo colineares,

o —niocomplanares.  d)ADe OF. B.F, podem ser concomentes.
el A e AL C.V, se o prisma & recto, a5 faces laterais sio perpendicu-
lares & base. I
2.a) Ferpendiculares b) Paralelas . F, podem ser obliquos,

¢} Concorrentes obliguas d] ré perpendicular a o.
) L é paralels a o

f) Concorrentes e perpendiculares

E.V, definicio de altura,

F.F, 58 se o stlido for wm poliedro recio.,
G. ¥, se forem ndo collneares.

H. F, 58 5¢ 0 ponto ndo periencer & recta.

3.a)EH (p.e) bl EH (p.e) |
el AR (pe) d) ABF (p.e] Y 6. B
5.5) Recta Li b} kI & ABip.e) 5. n) X postes laterals,

b] poste lateral e 1 aresta do schioe.
) 2 arestas do tefhado.

A " | 6. aj Polledros - sdlidos com faces planas
[ : b.1) ABC e EFG (pe) b.2) AB e BCG (pe)
b.3) EDe FG (p.e) b.4) HiGe ABH [p.e)
b.5) ML, MG e IF (p.e)
9.C. TLE 11.A J
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