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OBJECTIVOS

Qaluno deve ser capaz de:
= Descrever os passos para obtencao das projec:

ocss | e planos f ais, n solido
. Representar ds projeccoes das seccoes produzidas, por planos de nivel e planos frontals, num sc
geomeétrico,

i = i ( Ae tono e verticals, num
*Representar as projeccoes das s8ccoes produzidas, por planos de perfil, de topo e verticais
s6lido geométrico,

. £il Aa tann 8y 1“-:5]!]‘;
W, * Determinar.a verdadeira grandeza das seccoes produzidas, por planos de perfil, de topo e Vel
num solido geométrico.

* Representar através da fOnvencaa grafica adequada o solido geométrico seccionado, a 5eccal € @ ‘
Sua verdadeira grandeza.
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Seccoes em Solidos

CONTEUDOS

s Representacao das projeccoes da seccao produzidas em
prismas e piramides geomeétricos, por planos de nivel e
planos frontais

sRepresentacio das projeccoes das seccao produzidas em
prismas e piramides, por planos de topo, verticais e de perfil

s Projeccoes da secgao produzidas em cones € cilindros, por
planos frontais e de nivel

* Projeccoes da seccao produzidas em cones e cilindros, por

planos de tapo, verticais e de perfil .
» Determinacao da verdadeira grandeza das secgoes produ-
Zidas, por planos de perfil, de topo e verticais, num solido

geomeétrico
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Seccoes em Sélidos

Se a parte do sélido que sera considerada impede a visibilidade da secgao, entao o contorno da secc;:éo,
como qualquer aresta invisivel, sera a tracejado médio e a superficie da secgao, neste caso, nao sera colorida
ou tracejada (Fig. 2).

Fig. 2 Figura cla seccao invisivel

No estudo desta Unidade Tematica serd dada particular atencao a determinagao das préprias sec-
¢oes e nao as projeccoes dos solidos, uma vez que achamos que estamos preparados para representar,
pelas suas projecgoes, os solidos geométricos.

De qualquer forma, para aqueles exercicios que nos parecerem mais complexos, havera certamente,
alguma explicagéo sobre as projecgoes do sélido,
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Secgbes em Sélidos

Abordemos um terceiro exemplo,
plano secante nao é
do sélido,

Consideremos a seguinte piramide triangu-
lar regular, de base de frente, cuja aresta da base 2
mais proxima de v, é horizontal de frente. O plano
secante é de nivel e contém um ponto situado 1 ¢cm
acima do centro da base da piramide,

em que o
paralelo ao plano da base

1.° passo

Depois de projectar o solido, representa-se o & A i x
trago do plano secante que se situa 1 cm para cima
do centro da base do sélido que se pretende sec-
cionar.

Na interseccao do traco do plano secante com
as projeccoes frontais das arestas da base, e a aresta
lateral de perfil, obtém-se as projecgoes frontais dos
trés pontos que definem a secco na piramide pelo
plano dado, nomeadamente E, F, e G, (Fig. 7).

Vi

Fig. 7 Projeccaes da piramide, representacao do plano

cante e projeccoes frontais dos vértices da figura da
S8CCan

2.° passo

Pelas projec¢oes frontais dos trés vértices da A,
seccao, tracam-se linhas de chamada que, ao se A
intersectarem com as projeccoes horizontais das /
mesmas arestas, determinam as projeccoes hori- E, Fa \G, (f,)
zontais dos vértices da seccao. =

Deste modo, s6 foi possivel determinar as pro- vV,
jeccoes horizontais dos pontos E e G. A projeccao 7\
horizontal do ponto F carece do uso de um proces- c; B,
S0 geométrico auxiliar, neste caso o rebatimento, i
que consistira em conter a aresta de perfil num o B 5 -
plano de perfil e efectuar o seu rebatimento. Al !

Vamos efectuar o rebatimento do plano auxiliar
sobre o plano horizontal de projec¢ao, para obter
rapidamente a projecgao horizontal do ultimo veértice
da seccao, o vértice F.

Procede-se da mesma forma que no exercicio ]
anterior e determina-se o Fy. F, '

Unem-se os trés pontos, efectua-se o traceja-
do e distinguem-se os tragos dos contornos. Neste

€aso, com o recurso a cor, a figura da seccao estd a v, V,

amarelo, o trago grosso a vermelho, o plano secante Fig. 8 Seccdo produzida numa pirdmide triangular por
a laranja, o eixo x a azul e as linhas auxiliares a preto um plano de nivel.

(Fig. 8).







Seccoes em Sélidos

Agora determinamos a figura da seccao produzida num prisma pentagonal obliquo, de bases
de frente, por um plano de nivel que contém os centros das bases do prisma.

A solugao deste exemplo é facil e rapidamente visivel, pois os quatro pontos que definem a figura
da seccao nomeadamente V, X, Ve X', encontram-se nas bases do sélido, cujas projeccoes frontais V,, X5,
V; e X;', sao as primeiras a serem marcadas ao que se segue o tragado de linha de chamada a partir des-
sas projeccoes, que se intersectam com as respectivas projeccoes horizontais das bases, dando origem
a0s pontos que definem a projeccao horizontal da secao Vy, Xy, V,"e X, (Fig. 10).

D £ Dy E

Dy B, E; XA

Fig. 10 Seccao produzida num Rrisma por um plano de nivel

Segue-se a determinacio da figura da sec-
a0 produzida num prisma hexagonal reqular,
de bases de topo, que fazem com v, angu-
los de 45° de abertura para a direita, cuja
face mais préxima de g, é de frente. O plano
secante é de nivel.

Este plano secante intersecta as faces do pris-
ma e uma das bases. Assim sendo, pelos pontos
de intersec¢ao do traco do plano secante, com as
Projeccées frontais das arestas laterais e da base
do solido, determinam-se as projeccées frontais
dos pontos que definem a figura seccao G,, H,,
'2, J], Kz, I.z e Mz.

A partir dessas projecgées tracam-se linhas
de chamada, cuja interseccao com as projecgoes
horizontais das respectivas arestas determinam
as projeccoes horizontais dos pontos que defi-
nem a ﬂgura da SECQEO G'|, H], l];-’], K1, L1 e M].

/
L‘l / A /
Por fim, utiliza-se devidamente cada tipo N

de trago para completar a resolugao do exercicio .

(Fig m Fig. 11 Seccao produzida num prisma hexagonal
« LY. por um plano de nivel,




UNIDADE 1 |

Seccoes planas produzidas em piramides
por planos de frente

Qualquer figura, contida num plano de frente, tem a sua projecgao frontal em verdadeira grandeza,
Assim sendo, porque a secgao produzida num sé6lido por um plano pertence também ao plano secante,
nao havera necessidade de usar um processo geometrico auxiliar para se determinar a verdadeira gran-
deza da figura da secgao.

A figura da secgao produzida numa piramide por um plano de frente é um poligono, alids, de um
modo geral, toda a secgao produzida num poliedro por um plano € um poligono.

Para aprofundar os conhecimentos no dominio de seccoes produzidas em piramides, resolvemos
um exercicio que consiste em construir a figura da seccao produzida numa piramide quadrangular
regular por um plano de frente, de afastamento igual 24 cm.

Dada a piramide quadrangular regular, representa-se pelo seu traco o plano secante, cuja intersec-
¢ao com as projecgoes horizontais das arestas do sélido determina as projecgoes horizontais dos vértices
da figura da secgao E,, Fy, Gy e H,.

Na projeccao frontal do sélido, procuram-se as projeccoes frontais dos vértices da figura da seccao

E,, F3, G; e H; e seguem-se 0s passos para completar a resolucao do exercicio, como mostra a figura
(Fig. 12).

\\

— (0

Fig. 12 Seccao produzida n e
uma pir
plano de frente. piramide quadrangular por um




Para terminar o estudo de seccées planas
produzidas em pirdmides por planos de fren-
te, determinemos mais uma secgao produ-
zida numa piramide pentagonal obliqua de
base de perfil. O plano secante tem afasta-
mento igual a 3 cm,

Depois de projectar o sélido, representa-
-se 0 trago do plano secante, e na sua inter-
Seccao com as projeccoes horizontais das

Seccoes em Sélidos

arestas, encontram-se directamente as pro-
jecgoes horizontais dos pontos que definem a
seccao, Ry, 5,,T,, U e Z,.

As projecgoes frontais dos pontos, S, T
e U contidos em arestas laterais, é directa S,,
Ty, e U,. A projeccao frontal dos pontos da
seccao, situados na base do sélido, carece do
uso dum método geométrico auxiliar. Como se
pode ver na resolugao deste exercicio, um reba-
timento ajudou a localizar os pontos rebatidos
da base R, e Z,, situados no plano secante e, g
posteriori, consequente determinacao das pro-
jeccoes frontais desses dois pontos da seccao
R, e Z,, (Fig. 13).

Fig. 13 Seccao produzida numa piramide pentagonal por um plano

de frente.

Seccoes planas produzidas em prismas

por planos de frente

Determinemos as projecgoes da figura da
séccao produzida num prisma quadrangular
obliquo, por um plano de frente, de afastamen-
toigual a 2,5 cm.

Como se pode ver no desenho, o prisma tem
as bases de frente.

Uma vez que o sélido ja esta representa-
do, passa-se imediatamente a representacao do
plano secante e a determinacao das projecgoes
horizontais dos vértices da figura da secgao, E,,
F1, G1 e Hj.

Seguindo os mesmos procedimentos Fios
exercicios anteriores, determinam-se as projec-
¢oes frontais da figura da secgao E;, Fy Gy e H,
(Fig. 14).

Como pode observar no desenho, a figura
da sec¢do é geometricamente igual as bases do
sélido, pols o plano secante é paralelo aos planos
das bases.

(hy)

C'y

Hi

\

B',

D,

A

Fig. 14 Seccao produzida num prisma por um plano de frente.






Seccoes em Sélidos

. Através da_- mudanga do plano frontal de projeccao, traga-se um novo eixo x, x’, perpendicular ao
eixo x. Determinam-se as projecgdes frontais dos pontos A, D e V, no novo plano frontal de projecgao,
nomeadamente A Dg e V4 e unem-se. Sobre (A, V4] e [V, D,], marcam-se as cotas dos pontos G e J, e
de:mgnam-se G, e Jy, projeccées frontais dos pontos G e J no novo plano frontal de projeccao. Dai, deter-
minam-se as suas projeccdes horizontais, G, e J;, cuja uniao com as projecgoes horizontais dos outros
pontos, Hy, 1y, L, e Ky, origina a projeccao horizontal da figura da seccao.

Fcnforme se pode observar e segundo o que j4 se sabe, a figura da sec¢ao nao se apresenta em ver-
dadeira grandeza em nenhuma das projecgoes. Sendo assim, e conforme o pedido do nosso exercicio, é
necessario determinar a sua verdadeira grandeza.

Para o efeito, efectuamos o rebatimento do plano que contém a secgao, neste caso sobre o plano
frontal de projeccao, (I, H, G, L, K, L,]

el Por ultimo, distinguem-se os tracos do desenho sem se esquecer que, porque a figura da seccao e
visivel em projec¢ao horizontal, essa projeccao devera ser colorida (tracejada) (Fig. 16).

(f,)

S EL

G,

D7AN
o

D] ID:J

o
Fig. 16 Seccao numa piramide e sua verdadeira grandeza







As projeccoes frontais dos pontos da figura da
seccao, Gy, Hy, Iy Jy, Ly e M, tratando de um plano
secante projectante frontal, situam-se logicamente
sobre o trago frontal desse plano.

Tendo em conta que as arestas laterais do pris-
ma sao projectantes horizontais, as projeccoes hori-
zontais dos vertices da figura da seccao G, H,, 11, J1,
L; e M, serao coincidentes com as projecgoes hori-
zontais dos vértices do prisma. Portanto, a projeccao
horizontal do prisma é coincidente com a projeccao
horizontal da figura de seccao.

Neste exercicio, para a determinacao da ver-
dadeira grandeza, foi efectuado o rebatimento do
plano secante sobre o plano frontal de projeccao
(Fig. 18) e podemos mais uma vez verificar que, figu-
ras com uma projec¢ao coincidente, nem sempre
sa0 iguais. Para este caso, a projecgao frontal con-
substanciada com a verdadeira grandeza da figura
da seccao mostram claramente que nao se trata de
figuras iguais.

A determinacao da verdadeira grandeza da sec-
¢ao & que mostrara claramente a diferenca entre as
bases do sélido e a figura da seccao (Fig. 18).

Segue-se a determinacao da secgao produzida
num prisma obliquo, por um plano de topo que
intersecta a base e algumas arestas laterais.

Dado um prisma quadrangular obliquo, de
bases de nivel, determinemos as projecgoes da
figura de seccao nele produzida por um plano de
topo que faz com v, um diedro de 60°, de abertu-
ra para a direita, e intersecta o plano da base de
maior cota, 2 ¢cm a direita da linha de chamada do
seu centro.

A representacgao do plano, considerando os
dados, é do seu dominio, assim como € determinar
as projeccoes frontais dos pontos de intersecgao do
plano secante com as arestas do sélido Ej, Fz, Gy, H,
el,,

As projeccoes horizontais desses pontos de
interseccao do plano, de topo, com as arestas do
prisma E;, F,, G;, H; e |, encontram-se, obviamen-
te, sobre as projecgoes horizontais das respectivas
arestas. A determinacio da verdadeira grandeza,
[E,F,G,H,1,] da figura da seccdo, foi feita através do
rebatimento do plano de topo sobre um plano para-
lelo ao plano frontal de projecgao (Fig. 19).

Seccoes em Solidos

D...DIEJ.

Fig. 18 Seccao produzida num prisma hexagonal por um
plano de topo.

Fig. 19 Seccao produzida por um plane de tapo, num pris:
maquadrangular obliquo.
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Seccoes em Sélidos |

Um outro exemplo sobre sec
figura de seccao produzida nu
piramide hexagonal regular,
da base da piramide,
projeccao.
grandeza.

Uma vez conhecidas as Projecgoes da piramide,
zontal hy,

¢oes planas em piramides por planos verticais é da determinacao da
ma pirdmide de base, de topo, por um plano vertical. Trata-se duma
cujo plano secante intersecta o eixo x no mesmo ponto que o plano
; e faz um angulo de 609, de abertura para a direita, com o plano frontal de
Apos a determinagao das projeccies da figura da secgdo, verificamos a sua verdadeira

; representa-se o plano secante pelo seu trago hori-

e determinam-se as projec¢des horizontais dos vértices da figura da secgao, Gy, Hy, 14, J; e Ly, I
1 COE“O se pode ver, o plano secante intersecta o sélido pelas suas faces e base, o que significa que as |

projecgoes dos pontos da seccao encontrar-se-ao nas arestas laterals e da base. |

U[na vez conhe_cidos em ambos os planos, os pontos que determinam a figura da seccao, resta ape-
nas uni-los e determinar a verdadeira grandeza da seccao, [G,H,IJ,L,] Fig. 21.

] Note que-a_projece;éo frontal da figura da seccao nao estéd a amarelo e uma parte do seu contorno
esta a traco medio interrompido devido a sua invisibilidade.

L3

3
\ (hy)

Fig. 21 Secgao produzida numa piramide por um plano vertical.

Um outro exemplo, é o da determinagao da figura de secgao produzida numa piramide qua-
drangular obliqua, de base vertical, produzida por um plano também vertical. O plano secante
faz com o plano frontal de projec¢ao um @ngulo de 75° e contém o vértice da piramide.







Seccoes em Sélidos

Sec¢oes planas produzidas em prismas por
planos verticais

O primeiro exemplo que iremos tratar, é da determinagao da figura de seccao produzida num
prisma quadrangular obliquo, de bases de perfil, produzida por um plano projectante horizontal.
O plano secante . é paralelo as arestas laterais do prisma e intersecta o eixo x, 3 cm a direita do
plano da base situada a direita da outra.

Um plano secante que é paralelo as arestas laterais dum prisma néao as intersecta (as arestas late-
rais), O intersecta as arestas da base, onde se encontram os pontos que definem os vértices da figura
da secgao,

Assim sendo, porque o prisma tem duas bases, a figura da seccao sera um quadrilatero. Portanto,
podemos concluir que a figura da seccao produzida num prisma, por um plano paralelo as suas arestas
laterais, € invariavelmente um quadrilatero.

Na resolucao deste exercicio, inicia-se por assinalar as projeccoes horizontais dos quatro pontos da
seccao Ey, Fy, G, e Hy, que, naturalmente, sao coincidentes dois a dois, E, = F, e G, =H,.

A determinacao das projeccdes frontais desses quatro pontos necessita do uso de um processo geo-
meétrico auxiliar, neste caso, o rebatimento do plano de perfil sobre o plano frontal de projeccao.

Nao sera necessario rebater os dois planos da base, pois basta fazé-lo num e, depois, através do tracado

de linhas paralelas as arestas laterais do prisma, obtém-se as projeccoes frontais dos pontos da seccao situa-
dos noutra base.

Assim foi rebatido o plano de perfil que
contém os pontos G e H, dando origem a
H, e G, cujo tracado de linhas paralelas ao
eixo x contendo esses pontos rebatidos
origina G, e H, na sua interseccao com o
plano de perfil.

Tracando linhas paralelas as projec-
coes frontais das arestas laterais passando
por G, e H,, obtém-se as projeccoes fron-
tais dos pontos E e F, designadamente E,
e F,, na sua intersecgao com o outro plano
da base.

Convém que determinemos a verda-
deira grandeza da figura da secgao, embo-
ra o enunciado do exercicio nao o exija
(Fig. 23).

(=)

==

€A

Fig. 23 Seccao produzida num prisma quadrangular por um plano vertical,
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Seccoes em Sélidos

Diferentes tipos de sec¢oes conicas

As secgoes produzidas por planos, em super-
ficies conicas, sao conhecidas por secgdes conicas
que originam diferentes tipos de figuras planas. As
curvas, resultantes das seccoes conicas, denominam-
-s@ conicas.

Recordemos alguns conceitos:

* Geratriz de uma superficie cnica & a linha
cujo movimento gera a superficie conica.

* Directriz é uma linha que indica a direccao
das geratrizes, no caso dos cones é 3 circunfe-
réncia que determina a sua base,

» Superficie cénica é aquela cuja directriz é
uma linha curva e cujas geratrizes sao concor-
rentes num ponto exterior ao plano da direc-

triz e situado a uma distancia finita, o vértice ek Sist it ens o
Ici . 28 Superficie icaes ectriz
da superficie, ig uperficie conica e sua direct

Portanto, a superficie cénica compreende duas
partes, duas folhas, que tém um vértice comum,
sendo uma folha correspondente a parte que se situa
dum lado do vértice, e outra folha, correspondente 3
parte situada do outro lado do vértice (Fig. 28).

Assim, um cone é um corpo limitado lateralmente por uma parte de uma folha, de uma superficie

conica, e por um plano que corta todas as geratrizes que nao contém o vértice da superficie e limitado
pela directriz, que é uma circunferéncia.

Conforme a posicao do plano secante em relagao a superficie cénica, podemos obter virios tipos de
curvas conicas. As curvas conicas obtém-se numa situagao em que o plano secante nao contém 0 vértice
da superficie conica. )

Se o plano secante contém o vértice, as figuras de secgoes que se obtém podem ser ponto, recta
ou triangule. Poderao acontecer cada uma das trés situagoes seguintes:

1. A seccao produzida numa superficie conica é
um ponto se o plano secante corta todas as
geratrizes e nao intersecta a directriz (Fig. 29).

Fig. 29 A secgao é um ponto.

—




plano secante intersecta a directriz em
pontos e a superficie conica ao longo de
as geratrizes, a seccao resultante sao dois
angulos com um vértice comum. Se con-
erarmos apenas uma folha da superficie
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Seccoes em Sélidos

+ A figura da seccéo sers uma hipérbole ou

ramo duma hipérbole, se a recta de interseccao do
plano da base com o plano auxiliar intersect

ar a base do cone (Fig. 39).

P e Bk = o o S

com o plano da base. As secgoes resultantes serao ponto, recta ou triangulo, conforme a relacdo da recta

L
|
A
0] | |
o /// X
Vi
hs, =1
/"'I;.\
Fig. 39 Seccao hiperbdlica (ramo de hipérbole)
Caso o plano secante contenha o vertice, bastara apenas determinar a recta de interseccao deste
de intersecgao com a base do cone.

« A seccao sera um ponto se a recta de interseccao do plano secante com o plano da base for exte-
rior a base.

« Se a recta de intersecgao dos dois planos for tangente a base, a seccao resultante é uma recta.

« Se a recta de intersecgao do plano da base com o plano secante intersectar a base, a sec¢ao é um

triangulo.







Seccoes em Sélidos
Trigngulo

: Num cone a figura da secgdo é um triangulo quando
E plano secante contém o vértice do cone e intersecta a Ay X — Vs
ase. ‘

A ﬁgurs:: 42 fépresenta um cone obliquo, de base de 5
frente, que € seccionado por um plano vertical que inter-

secta a base e contém o vértice do cone, V !
O plano secante intersecta a base segundo a recta i \

resultante da interseccao do plano vertical com o plano B.<l)<

da base do solido. Na interseccao da recta i com a direc- J %

triz, obtém-se dois pontos, A e B, cuja uniao com o vértice ==
determina a seccao triangular (Fig. 42). ‘}

Vi
Fig. 42 Seccao produzida num cone por um plano
vertical que contém o seu vertice,

Métodos de determinacdo de seccoes
planas em cones

As figuras das sec¢des produzidas em cones, que
obtivemos anteriormente, sao facil e rigorosamente cons-
truidas. Com efeito, para tragar uma circunferéncia basta
conhecer o seu centro e o seu raio e, para construir um
triangulo é suficiente, neste caso, conhecer os seus verti-
ces.

A seguir, vamos seccionar cones, cujas conicas sejam
elipses, parabolas, hipérboles ou ramos de hipérboles.

A determinacao das projecoes dessas conicas nao é
directa, pelo que é necessario recorrer a métodos que per-
mitem a sua determinagao, nomeadamente o método das
geratrizes e o método dos planos paralelos a base. x

Método das geratrizes

- Oq aV
Determinemos a figura da seccao produzida num 1
cone de revolugio por um plano projectante fr?ntal
que faz com o plano horizontal de ;:brt:um:t;at:dun:J dled‘;‘o
ireita. O plano da base do
de Soo_de abertura para a direit p s R il
DI o iRl PR planc secante i







E pois esse processo que seré usado para a determi-

nagao de todos os pontos da elipse resultante da intersec-
gao deste cone com este plano de topo.

Tracemos mais duas geratrizes, cujas projeccoes fron-
tais sao coincidentes, pois situam-se no mesmo plano
de topo e também determinemos as suas projeccoes
horizontais. A interseccao destas duas geratrizes com o
plano secante origina dois pontos, C e G, cujas projeccoes
frontais sao coincidentes, €, = G,. Determinam-se as pro-
jeccoes horizontais dos pontos € e G, nomeadamente €,
e G,, que logicamente se situam sobre as projeccées hori-
zontais das geratrizes que contém esses dois pontos.

Assim, estdo determinadas as projeccoes de quatro
pontos da figura da seccao (Fig. 46),

Repetindo este processo e distribuindo as geratrizes
duma forma equilibrada, obtém-se tantos outros pontos
da secgdo quantos forem necessarios.

Assim, foram determinados mais quatro pontos
nomeadamente B, D, F e H, e tracou-se, em projeccao
horizontal, a curva, A projecgao frontal desta elipse é um
segmento de recta que estd contido no trago frontal do
plano secante (Fig. 47).

Fig. 47 Seccio produ
revolugao de bas
planoc

Seccoes em Sélidos |

\A'

N

\

E;

G,

-

Fig. 46 Projeccoes de mais dois pontes da figura

Ca Seccao
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Seccoes em Sélidos

A determinacao dos primeiros dois pontos, A e E, que sao dois dos extremos dos quatros extremos
dos eixos da elipse, € da mesma forma que no método das geratrizes.

Uma elipse tem dois eixos perpendiculares, que se cruzam nos seus pontos médios, isto é, o eixo
maior, [AE], no seu ponto médio, cruza-se perpendicularmente com o eixo menor, [€GJ.

O eixo [AE], cujas projecgoes sao directas, é o maior e esta na sua verdadeira grandeza em projecgao
frontal, pois ele € de frente. O eixo menor [CG] ser obtido através da determinacdo do ponto médio do
eixo maior. O eixo menor tem a sua projeccao frontal reduzida a um ponto, C, = G,.

Por este ponto medio fazemos passar um plano de nivel vy, (plano auxiliar, paralelo ao plano da
base) e determinamos a seccao que ele produz no cone. Essa seccao é uma circunferéncia e, o seu traca-
do é rigoroso.

Em seguida, determina-se a recta i, de intersecgao do plano secante, m que é de topo, com o plano
auxiliar vy, que é de nivel.

Determinam-se as projeccoes horizontais dos pontos € e G, €, e Gy, de interseccao da recta i com a
seccao circular, produzida pelo plano auxiliar v;. Esses dois pontos sao da curva cénica e constituem os
extremos do seu eixo menor, [CG].

Sendo assim, ja estao projectados quatro pontos da elipse, nomeadamente A, C, E e G por sinal
extremos dos seus eixos, ou seja, 0s vértices da elipse.

Os proximos pontos deverao ser distribuidos de forma equilibrada para facilitar o tracado da curva,
Para tal, € necessario que os préximos planos auxiliares sejam equidistantes uns dos outros.

Tracam-se os pontos médios das duas metades do eixo maior e por eles tracam-se mais dois planos
auxiliares, v, e v, paralelos ao plano da base do cone e, naturalmente, paralelos ao plano auxiliar que

contém o eixo menor do cone (Fig. 50).

G

A
Fig. 50 Utilizagao do método das planos G, /
paralelos a base
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Seccoes em Sélidos

*,.
Hipérbole
A |
et V. A figura da secgao produzida numa superficie
cénica é uma hipérbole se o plano secante é para-
lelo a duas geratrizes dessa superficie e intersecta a
directriz.
Determinemos a figura da secgao produzida
num cone de revolugdo assente num plano de
nivel, por um plano vertical.
O primeiro passo consiste em identificar o tipo
de seccao. Para tal, sequem-se 05 mesmos passos
0] (f)=i, 9quese deram aquando da determinagao da parabola
| 0, ' e da elipse.
IL O plano secante ndo contém o vértice do cone
PN - * e nem é paralelo ao plano da base do cone. A recta
BN / i, de interseccao do plano auxiliar paralelo ao plano
secante e que contém o vértice do cone, com o plano
/ N da base, intersecta a base do cone, portanto, a figura
' NJ O, =V, da seccao é um ramo da hipérbole (Fig. 56).
// {1
— hi = i3 2 i
h '\_\h':- Ill.
Fig. 56 Reconhecimento do tipo de conica D, |':;
G, :
Seguidamente, determinam-se os pontos da seccao
gue pertencem aos contornos aparentes frontal e horizontal
do cone. Para esta segunda parte da resolucao do exercicio
serao dispensados os passos dados para o reconhecimento (f)=r,
do tipo de seccao, de modo a que a quantidade de tracos ~ [[A; G79E [N I
facilite a leitura dos passos da resolugao do exercicio. |
O plano secante intersecta‘o contorno aparente hori- . = X '|'
zontal segundo dois pontos, designadamente A e B, perten- ] ,
céntes a base do cone. N /
O ponto € é o ponto de intersecgao do plano secante A?
com uma geratriz do contorno aparente frontal. Este ponto G
ndo é o de maior cota, como aconteceu com o caso anterior, 0=V
da parabola. Oy
0 ponto de maior cota determina-se da seguinte maneira:

B
K

1.Traga-se uma recta r paralela ao trago horizontal do
plano secante, que seja tangente a base do cone.
2. Pelo ponto de tangéncia traca-se uma geratriz. :
3. Determina-se o ponto D, de interse.ccéo dessa geratriz n
com o plano secante, ponto de maior cota da curva v
(Fig. 57) Fig. 57 Projecgoes de quatro pontos da figura de
s : SECCa0

(h,)







Seccoes em Sélidos

e

passemos a analisar uma outra sltuagao que diz respeito a um (F)miz s 4
s6lido gerado por duas folhas de uma superficie cénica de revolu- o e
(a0, 0 solido situa-se no primeiro diedro de projeccao, e é limita- '
do por dois planos de nivel. O plano secante r, é de topo.

Determinemos a figura da secgéo produzida neste sélido
pelo plano de topo dado.

O primeiro passo, tal como nas Gltimas trés curvas conicas
estudadas, consiste em reconhecer a figura da seccao, através do
tracado dum plano auxiliar «, que contém o vértice do sélido e
que seja paralelo ao plano secante, e determinar a recta da sua
interseccao com o plano da base, ao que se segue a analise dessa
recta em relacao as directrizes. :

Como se pode ver, a recta i, de interseccao do plano auxiliar
u, de topo, com um plano =, da base, intersecta as bases do s6li-
do, pelo que a figura da seccao é uma hipérbole (Fig. 59).
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Fig. 59 Reconhecimento do tipo de conica

Tal como nos casos anteriores, para que 0s passos seguintes
sejam acompanhados com clareza, dispensam-se os passos ante-
riores do reconhecimento do tipo de secqao.

Assim, determinam-se os pontos de interseccao do plano
secante com os contornos aparentes frontal e horizontal do

=

.J;;
?:}h o
/ \ ]
W ad
= A

solido. .
O contorno aparente horizontal, neste caso, € um caso parti-
cular em que seréo consideradas as duas bases do sélido. Sendo Fa/

assim, o plano secante intersecta o contorno aparente horizontal /
da folha superior segundo dois pontos, A e B. '

O mesmo plano intersecta o contorno aparente horizontal,
da folha inferior, também segundo dois pontos, designadamente ¢34 D, i
CeD,

Relativamente ao contorno aparente frontal, o plano secan- 7]
te intersecta-o sequndo seis pontos, dos quais quatro sao os que //
Vimos anteriormente, pertencentes as bases do sélido, A, B, C e £ Ey
D. 05 outros dois pontos sdo E e F, pertencentes, respectivamen-

&“’
Fig. PO Projecgdes dos pontos da figura de

seccao pertencentes ao contorno aparente

o

o7
=

te, a geratriz, 4 esquerda, do contorno aparente frontal da folha
sUperior e a geratriz 3 esquerda do contorno aparente frontal da

folha inferior (Fig. 60).
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Os planos paralelos ao eixo da superficie cilindrica
podem conter o eixo, duas geratrizes ou uma geratriz,

5e o plano secante for paralelo ao eixo e intersec-
tar a directriz da superficie cilindrica em dois pontos, a
figura da seccdo é um paralelogramo (Fig. 63)

Se o plano secante, paralelo ao eixo, intersecta a
superficie da directriz num ponto, a secgao por ele pro-
duzida é uma recta, que é igualmente recta de tangén-
cia entre a superficie e o plano secante (Fig. 64).

Fig. 64 A seccdo é uma recta

Planos secantes néo paralelos ao eixo da superficie cilindrica

Os planos nao paralelos ao eixo da superficie cilindrica nao sao, evidentemente, paralelos as geratr

zes da superficie, ou seja, cortam todas as geratrizes da superficie cilindrica. directriz
~ Se esse plano que corta todas as geratrizes da superficie cilindrica for paralelo ao plano da '

afigura da seccao serd uma circunferéncia (Fig, 65),




Fig. 66 A figura de secgao é uma elipse.

Fig. 67 A figura de secgao € um segmentos de elipse.

Processo para o reconhecimento do tipo de secgcao
produzida num cilindro

Tal como em secgdes em cones, antes da determinagao da figura da seccao em cilindros, & conveniente
identificar a conica que resulta da secgao.

Para o efeito, os passos a seguir sao muito simples comparativamente aos que sdo dados para o
reconhecimento da figura da secgao em cones.

No caso do cilindro ha que considerar dois casos:

1. Aniélise da posi¢ao do plano secante em relacao aos planos das bases

Caso o plano secante seja paralelo aos planos das bases, a figura da secgdo é uma circunferéncia.
De contrario deveremos passar ao estudo da posicao do plano secante em relagao ao eixo.

2. Andlise da posicao do plano secante em relagao ao eixo do cilindro

Caso o plano secante nao seja paralelo aos planos das bases, sera logicamente obliquo ou perpendi-
ar a esses, pelo que teremos pelo menos dois tipos de figuras da sec¢ao, nomeadamente:

*JB aw se o plano secante é paralelo ao eixo ou contém o eixo do cilindro,
) q-.uwdldlpu.seoplanosecanten&oépamlaloaualmeamphnq
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2. Analise da posicio do plano secante em relagao ao eixo do cilindro

Um plano projectante horizontal pode ser paralelo ao eixo de nivel dum cilindro, ou pode conté-lo,
mas nao é o presente caso, logo, a figura da seccao nao pode ser um paralelogramo.
A hipétese que nos resta é de o plano secante intersectar o eixo e, portanto, algumas ou todas as

geratrizes, originando deste modo uma elipse ou segmento da elipse.

Tratando-se dum plano projectante, é facilmente visivel se intersecta ou nao todas as geratrizes do
| cilindro. S6 o facto de o plano secante intersectar o contorno da base em dois pontos leva-nos a afirmar
| seguramente que © mesmo nao intersecta todas as geratrizes do cilindro, pelo que a figura da secgao é

um segmento da elipse (Fig. 68).
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Fig. 68 Andlise do plano secante em relacio ao eixo do cilindro

Secgoes produzidas em cilindros por planos
‘paralelos @ sua base 1

s os diferentes tipos de secgdes cilindricas, vimos que a figura da secgo resultante 42

) a0s planos das bases do cilindro com esse cilindro era uma circunferénda.

a € uma figura plana de facil e rigorosa construcao. Para traca-la, basta
bases de frente, determinemos a secgio nele produzida po' W
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Fig. 69 Seccao produzida num cilindro de revolugao, por um
plano de frente.

Vejamos um outro exemplo, dum cilindro
obliquo que é igualmente seccionado por um
Plano paralelo aos planos das suas bases. Trata-
“5¢ dum cilindro com bases de nivel seccionado
Porum plano também de nivel.

Esté claro que a figura da secqao resultante

desse plano com o cilindro é uma

&ncia com o mesmo raio que o das bases
lelu.

10 dl ﬂgurn da secgdo encontra-se no

¢d0 do eixo do cillndro r.om 0

A projeccao frontal ¢ s
uma circunferéncia coinci ah com
ces frontais das bases do cilindro. s 4

A razao por que as projecgoes frontais dﬂS'
duas bases do cilindro sdo coincidentes e também
a projeccao frontal da figura da secgao é com elas
coincidente, reside no facto de as geratrizes do
cilindro serem projectantes frontais. Todos os pon-
tos das circunferéncias do cilindro estdo contidos
nas suas geratrizes de topo.

Tendo em consideragao a posigao do plano
secante, a projeccao frontal da figura da secgao
apresenta-se na sua verdadeira grandeza (Fig. 69).

A 0, B, @)
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oduz no sélido.

N

'”%-’Ea'“:epz'ﬁm

| As projeccdes horizontais desses quatro
- pontos E,, Fy, G, e H,, situam-se sobre as pro-

- jeccdes horizontais das respectivas bases.

5 | ‘iiﬂﬂi frente e um plL

eixo do cilindro é perpendicular ao

ambos sao paralelos, isto é, o plano sec
ano secciona cada um dos contornos das bas

ralelogramo. Este paralelogramo é rectangulo, porque o cilindro ¢ de revolugao.

ez identificada a figura da seccio, segue-se a representacao pelas suas projeccdes dessa figura

i 1' '* I

no secante

refectuada é o reconhecimento do tipo de sec¢ao que seré obtido, !
plano frontal de projeccao, e o plano
ante e o eixo do cilindro sao paralelos,

es, em dois pontos, logo a figura da sec-

ol
dih "" nine
- E b Ll

#

- Quando o trago do plano secante intersecta as projeccdes frontais das bases do sélido, obtém-se as
 projeccBes frontais dos quatro vértices do rectangulo, designadamente E., £, G; e H,, coincidentes dois a

FuGy N EaH, ()

Uma vez que o plano secante & paralelo
a um dos planos de projeccio, neste caso ao
plano horizontal de projeccao, a projeccao

A‘ﬂ = D".

Na sua verdadeira grandeza pelo que nao

- horizontal da figura da Seccao apresenta-se \

'SEra Necessario recorrer a um processo geo-

métrico auxiliar (Fig, 71), e
Bl lF 10, e |Aj(hy) X
. (h, )
. ' Cl Gl Opl HI 1

Toen i s a
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mo: lm,plll seccdo produzida num cilindro de revolugao, de bases de an.Pﬂ ’
4 2erum estudo de identificagao do tipo de seccio que este Phn? i

il 0y ] . e | e 3
dro wnbﬁmﬂ, portanto sao paralelos. _ : "’ E

Fig. 71 Seccdo produzida num cilindro por um
plano paralelo ao seu sixo.



~ Quando o trago horizontal do plano secan-
te intersecta a projeccao horizontal das base do
sélido, origina as projeccoes horizontais de quatro
pontos, sendo dois de cada uma das bases, nomea-
damente A,, B;, C, e D,, coincidentes dois a dois,
A,=D,eC,=8B,
As projeccdes frontais desses pontos Ay, By,
C, e D, encontram-se sobre as projeccoes frontais
das respectivas bases (Fig. 72).
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Fig. 72 Seccdo produzida por um plano paralelo ao eixo.

Tendo em conta que o plano secante nao é paralelo a nenhum dos planos de projeccao, a figura da
secgao nao se encontra em verdadeira grandeza em nenhuma das suas projecgoes.
Para obtengao da verdadeira grandeza da figura da secgao [A,B,C,D,] efectuou-se um rebatimento,

sobre o plano frontal de projecgao (Fig. 73).

(f) B, lo; |A




1

e pelas suas projecgoes a figura
solido pelo plano vertical. '\ 18
ntersecta o sélido ao longo de duas o
ratrizes, cujas projecgées horizontais sdo coin-
ciden duas geratrizes e dois segmentos comuns as
~ bases e 0 plano secante definem a figura da seccao, ou

seja, definem o paralelogramo.
Comega-se por se encontrar as projeccoes horizontais
Gns quatro vértices do paralelogramo nos pontos de inter-

seccao da projeccao horizontal do cilindro com o trago hori- //

Ak

O, {h*) X

zontal do plano secante, nomeadamente A,=D,e B,=C,.
Em seguida, determinam-se as projeccoes frontais dos

quatro pontos A,, B, C; e D,, e utiliza-se devidamente cada .f L th. )

tipo de traco para se completarem as projec¢oes da figura B aC, O, )

da seccao. A figura da secgao é invisivel em projeccao fron- : '

ﬁl (Hg. 74). {h.)

Fig. 74 Projecgoes da figura da secgao

Um rebatimento do plano vertical sobre o plano horizontal de
projecgao permitiu obter a verdadeira
grandeza da figura da seccao [A,B,C,D,] (Fig. 75). 4
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e 0 que € recomendavel, identificamos, em primeiro lugar, o tipo de cénica qui |
Wm sélido. Analisando a posigao do plano secante em relacio ao eixo e as m.

verificamos que ndo é paralelo ao eixo nem aos planos das bases e intersecta todas as gemmaﬂm y
dro, logo a figura da seccdo é uma elipse.

A determinacao da figura da secgdo é bastante simples e ndo requer muitos tracados.

Qualquer figura contida num plano de topo tem a sua projeccao frontal sobre o seu trago frontal.
Portanto a projeccao frontal da figura da secqao é um segmento contido em f,.

O plano secante corta todas as geratrizes do sélido, que sdo projectantes horizontais. Os pontos que
definem a figura da seccao situam-se nas interseccdes do plano secante com as geratrizes, logo as suas pro-
jeccoes horizontais coincidem com os pontos que definem as projeccoes horizontais das bases, ou seja, a
projeccao horizontal da figura da sec¢éo coincide com as projeccdes horizontais das bases (Fig. 76).

h
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Fig. 76 Seccao produzida num cilindro por um plane que inter-
secta todas a5 Suas geratrizes,

Q:mb u_pode ver, nenhuma das projeccdes da figura da seccdo da a dimensao real da secgdo. A pro-
ecq | & um segmento de recta, e a projecgao horizontal é uma circunferéncia.

tanto, faz sentido que se determine a verdadeira grandeza da figura da seccio mnm
te a forma e as dimensoes da figura da secgao.




o da verdadeira grandeza da figura da secgao exige a marcacao dos principais pontos
elipse e outros que estejam distribuidos de forma equilibrada ao longo da curva,
: e A B, C D EF Ge H. Oito pontos serdao os minimos necessarios para efectuar o dese-
nho, mais ou menos preciso, da curva.

- Os principais pontos de uma elipse sao os seus vértices que constituem extremos dos seus eixos
maior e menor, que se bissectam de forma perpendicular.

O eixo maior é o segmento de recta de maior comprimento que toca dois pontos da curva, cujos
extremos, neste caso, correspondem aos pontos de interseccao do plano secante com as geratrizes do
contorno aparente frontal, os pontos D e H.

O eixo menor do cilindro, como sabe, € perpendicular no ponto médio, ao eixo maior. Uma vez que
o eixo maior & de frente, o eixo menor, pertencendo ao mesmo plano de topo, para que seja concorrente
perpendicular, sé pode ser de topo.

Determinamos o ponto médio do eixo maior e designamos em projecgao frontal B, = F,, projeccio
frontal do eixo menor, que é de topo e determina-se as suas projeccoes horizontais, B, e F,,

Ja temos quatro pontos, os vertices da elipse. Falta encontrar mais quatro para se efectuar o rebati-
mento da figura da seccao, para se determinar a sua verdadeira grandeza.

Esses outros quatro pontos deverao ser distribuidos de forma equilibrada para uma maior precisao
no tracado da curva. A marcacao dos pontos é directa em ambas as projeccoes, porquanto tanto as gera-
trizes, como o plano secante sao projectantes.

Efectuando o rebatimento dos oito pontos sobre o plano horizontal de projeccio, obtém-se a ver-

dadeira grandeza da figura da secgao [A,B,C,D,E F,G H,]. O rebatimento foi efectuado sobre o plano de
nivel, que contém a base de menor cota do cilindro (Fig. 77).
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emos a figura da seccao produ-
lindro obliquo, de bases de nivel,

Em primeiro lugar, devemos identificar o
tipo de secgdo que o plano produz no cilindro.
0 plano secante nao é paralelo aos planos
das bases do cilindro, portanto, a figura da sec-
¢do ndo pode ser uma circunferéncia.

O plano secante nao é paralelo ao eixo do
cilindro, portanto, a figura da secgao s6 pode ser
uma elipse ou segmento da elipse. Como o plano
secante intersecta todas as geratrizes do cilindro,
a figura da seccao €, sem duvida, uma elipse.

O segundo passo consiste em determinar
0s pontos em que o plano secante intersecta as
linhas que definem os contornos aparente frontal
e horizontal do sélido.

Nas interseccoes do traco frontal do plano
secante com as projeccoes frontais das geratri-
zes do contorno aparente frontal, obtém-se as
projeccoes frontais A, e B, de dois pontos A e B,
da seccao cujas projeccoes horizontais A, e B, se
situam sobre as projeccoes horizontais das mes-
mas geratrizes (Fig. 78).

As projeccoes dos pontos, C e D, de inter-
seccao do traco frontal do plano secante com as
projecces frontais das geratrizes do contorno
aparente horizontal, sao as projec¢oes frontais C;
€ D,, dos outros dois pontos dos contornos apa-
rentes do cilindro, cujas projecgoes horizontais
€, e D,, encontram-se nas projeccdes horizontais
das mesmas geratrizes.

Os quatro pontos, A, B, C e D, da elipse defi-
nem os seus dois eixos, portanto, sao 0s seus ver-
tices (Fig. 79). Uma vez conhecidos os vértices da
elipse, o passo seguinte sera o da determinacao
de outros pontos da elipse que nos permitem tra-
$ar uma curva relativamente mais precisa.

Para a determinacao desses pontos, tal
€omo em cones, poderao ser usados dois méto-
dos, nomeadamente o método das geratrizes e
© método dos planos paralelos aos planos das

contririo do que acontece nas seccoes

o método das geratrizes, em secgdes
oferece maior nivel de rigor.
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Fig. 79 Projecgoes de mais dois pontos da figura




db coritofno aparente frontal deste cilindro, todas as geratrizes sao em projec-
entes duas a duas, ou seja, essas geratrizes situam-se no mesmo plano projectante

eada uma das metades do eixo [AB] em duas partes iguais.
Pelas projeccdes frontais dos pontos da divisdo de cada uma das metades do eixo [AB], tracam-se

% de topo que contém, cada um deles, duas geratrizes do cilindro. Como se disse, essas geratrizes

'sdo coincidentes em projeccéo frontal, duas a duas; portanto, originam projecgoes frontais de mais qua-

tmpontos coinddentes dois a dois, nomeadamente, G, =H, e E; = F,.

~ As projeccoes horizontais E, Fy, G, e H;, desses quatro pontos obtém-se, obviamente, sobre as pro-

jecgoes horizontais das respectivas geratrizes.

' Em seguida, determinamos a verdadeira grandeza da figura da seccao [A,B,C,D,E F.GH,] através do

rebatimento do plano secante sobre o plano da base de menor cota do cilindro (Fig. 80).
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cilindro e o plano secante usados para a determinaga
il g J oy = iy e N eny 3

ros passos da resolugéo do exercicio sao os mesmos que fi
a identificacéo do tipo de cénica resultante da seccio, e a de
) do plano secante com os contornos aparentes do sélido. -~
'sendo, 0 passo seguinte ¢ a aplicagdo do método dos planos paralelos aos planc
rminacao dos restantes pontos que permitem o tracado da elipse. R

-

se a0 meio cada um dos dois semi-eixos do eixo [AB] de modo a garantir-se que

que por al passam determinem pontos distribuidos, duma forma equilibrada, a0 longo da curva.
~ Por esses pontos, como jé se disse, faz-se passar planos paralelos aos planos das bases; p
nos de nivel (Fig. 81).
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de nivel vai determinar uma secao no cilindro, resultando duas circunfe-
es. Recorde que 0s planos secantes, paralelos aos planos das bases dum cilindro, ori-
igual as bases do cilindro.
i amente, determina-se a linha de interseccao do plano auxiliar com o plano secante, que neste
caso é uma recta de topo, alids, na intersecgao de um plano de topo com um plano de nivel o resultado é
sempre uma recta de topo.
 Alinterseccao da secao circular auxiliar com a recta de topo de intersec¢ao do plano auxiliar com o
plano secante, d origem a dois pontos procurados, por onde devera passar a curva eliptica.
 Este procedimento é igual para ambos os planos de nivel auxiliares. Deste modo, obtivemos mais
quatro pontos E, F, G e H que, adicionados aos vértices da elipse, fazem um total de oito, que é o nimero
minimo de pontos para se obter uma elipse relativamente rigorosa.
Seguidamente, unem-se os oito pontos e pinta-se de amarelo.
A verdadeira grandeza da secgdo determina-se da mesma forma que no caso anterior, pois a figura
da seccao é a mesma (Fig. 82).

C,
E G,
B, . f
NN
RIS H: \}
D,
Flg. 82 Seccdo pelo método dos planos paralelos as bases e aV, G.

Em sintese, os passos que deverao i
) ser sequidos para a determinacio deste ti . ipse),
apos as projecgdes do sélido e a representacao do plano secante, sio: 5 € tipo de secgdes (elipse)

1. Identificar o tipo de cénica resultante da secgdo,

2. Determinar os pontos de intersec
- ™ . ¢ao do plano secante com os cont

l.ﬁlllmhu, sempre que possivel, os eixos da elipse. contornos aparentes do sélido.

4. Seguir devidamente os passos de um dos dois métodos, para a determinacdo dos restantes pon-

s ambas as projecgdes e determinar a verdadeira grandeza da figura da secgao,
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. dentemente da posicao do plano secante, a figura da sec¢do produzida num:
rica é uma circunferéncia. No caso especifico da esfera, a figura da secgao é um m V) .
- Na determinagao da figura da seccdo produzida numa esfera & fundamental, ‘ap6s as proj
afﬁﬁe a representacao do plano secante, em primeiro lugar, determinar o centro da figura da -

0O centro da figura da seccdo, C, situa-se numa recta r, perpendicular ao plano secante, que cor
o centro da esfera, 0. O ponto C, centro da figura da sec¢ao, encontra-se na interseccdo daredta F&mo
plano secante.

"~ Portanto, para se obter o centro da figura da seccao, basta tragar-se uma perpendimfar ao plano
secante, que contém o centro da esfera e encontrar-se o ponto de interseccao dessa perpendicular d&ﬁl’ﬁ
plano secante (Fig. 83).

Caso o plano secante contenha o centro da esfera, o tragado da perpendicular torna-se desnecessérln
pois o centro da figura da seccio coincide com o centro da esfera, e o raio da seccdo é igual ao raio da esfe-
ra. Numa situacao dessas, a figura da seccao serd o circulo maximo da esfera.

A situacao contraria ao circulo maximo é um ponto, resultante da seccao produzida por um plano
tangente a superficie esférica.

'l [mgv = o el
| | Fig. 83 Secho na esfera
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~ Determinemos a figura da seccdo produzida numa esfera
- por um plano de nivel que contém o seu centro.

~ Uma vez que o plano secante contém o centro do sélido, nao
ha necessidade de tracar uma perpendicular ao plano secante que
contém o centro da esfera, porquanto o centro da figura da seccao
coincide com o centro da esfera, O = C.

Sendo assim, a projeccao frontal da figura da secgao coincide
com a projeccao frontal do diametro fronto-horizontal da esfera.

A projecgao horizontal da figura da seccao € o circulo maxi-
mo horizontal, cujo contorno ou circunferéncia coincide com o
contorno aparente horizontal da esfera.

Qualquer figura contida num plano de nivel apresenta-se
na sua verdadeira grandeza, em projeccao horizontal; portanto, a
projeccao horizontal da figura da seccao estd em sua verdadeira
grandeza.

Considerou-se a semi-esfera situada entre o plano secante e o
plano horizontal de projeccao, pelo que essa parte ficou destacada
e também coloriu-se toda a projeccao horizontal da esfera, pois
coincide com a projeccao horizontal da figura da seccao (Fig. 84).

Analisemos um outro caso em que o plano secante nio
contém o centro da figura da secgdo. O plano secante é de
frente.

Uma vez projectado o circulo e representado o traco do
plano secante, comega-se por se determinar o centro da figura da
Seccao.

Para se determinar o centro da figura da secgao, traga-se
uma perpendicular que, contendo o centro da esfera, intersecta
o plano secante no ponto procurado.

Uma vez que o plano secante é projectante, o tracado da
perpendicular é directo,

Por O, traga-se uma perpendicular que, como se pod
coincide com a linha de chamada do centro da esfera;.} A ien::rr:
- secglo da perpendicular com o trago horizontal do plano secan-

-, m - do s:lno secante, € a projeccao horizontal ¢, do

0 mdﬂ centro da esfera, pois encnntran';-
cta de topo que ¢ perpendicular a0 plano

‘ as Iiproduzld.us em esferas |
10s paralelos aos planos de projeccao
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da esfera situada entre o plano secante e o
Jhe a vermelho (trago grosso). A figura da seccdo api
fro nldﬁpm_I%ﬁO'(ﬁgo 85). trs e rmelly Ot LETRT
| ey

UL

¢oes planas em esferas por planos projectantes
@o paralelos aos planos de projecgéo

':‘ Dadas as projeccdes duma esfera e um plano secante, projectante horizontal, determinemos a
figura da seccao que esse plano produz no sélido.

O primeiro passo da resolucao deste exercicio consiste em determinar o centro €, da figura da sec- |
a0 que, como sabemos, é um circulo.
. Para se obter o ponto C traca-se uma perpendicular ao plano secante, que contém o centro da esfe- '.
13, que intersecta esse plano no ponto procurado, ou seja:

Por O, traga-se uma perpendicularr,, a h,.
- Alnterseccdo de r, com h, é a projeccdo horizontal C, do ponto C, cuja projeccao frontal, C, se situa
sobre a projeccao frontal do diametro fronto-horizontal (Fig. 86).
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0 secante mndam dum plano projectante horizontal, a projec¢ao horizontal da figura da
a, & um segmento de recta contido no seu traco horizontal.
: rojeccao frontal da figura da secgdo mantém a dimensao real do didmetro vertical, diminuindg
ﬁodos os outws diametros seus, sendo o menor o diametro de nivel, [AB].
- Sendo assim, a deformagéo do circulo, neste caso, em projecgao frontal, transforma-o em elipse, cujo
eixo menor é o segmento de recta [A;B,)].
A interseccao do plano secante com o contorno aparente frontal origina os pontos K e Y, que sio
igualmente pontos comuns entre a figura da secgao e o contorno aparente frontal da esfera, ou seja, sao
pontos de tangéncia entre a seccao e o contorno aparente frontal do circulo (Fig. 87).

(h.)
Fig. 87 Projecgoes de alguns pontos da figura da seccio

Deste modo, ja temos quatro pontos para a construcdo da elipse. Como sabe, estes quatro pontos
nao sao suficientes para a construcao da elipse, sendo, neste caso, necessarios, no minimo mais quatro
pontos para construir com uma certa precisao a projecao frontal da figura da seccao.

Para se encontrar esses outros pontos, tal como o fizemos em secgdes produzidas em cones e cilin
- dros, utiliza-se um dos dois métodos que se seguem:

8 ‘_M“MFIrllﬂuusphmsdt rojec
L € rebatimento do plano secante e
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1;1' 5 )
maior da ellpse. [EF] é vertical, e con-
ralmente, o centro C da elipse, cujas pro-
es horizontais sdo com ele coincidentes,
"',“l'-._p
i ' 0 plano auxiliar, que permite obter as pro-
sﬁ*ontais dos extremos do eixo maior.
'C, = E, =F,, traga-se um plano auxiliar, de fren-
__"v' «determina uma seccao circular na esfera que se
M' em verdadeira grandeza, no plano frontal de
ojeccao. (O didmetro da circunferéncia dessa seccao
- nde ao segmento do traco do plano secante
- auxiliar, situado dentro do contorno aparente horizon-
hlﬁesfera}
~ Alinterseccao da circunferéncia com a projeccao
frontal da recta de interseccao do plano secante dado,
com o plano secante auxiliar, origina as projecgées fron-
tais, E; e 5, dos extremos do eixo maior da elipse (Fig. 88).

a-se mais um plano auxiliar entre o
> 0 segmento [EF], o qual permitira

Ntos G e H.

modo, ja foram projectados oito
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Fig. 88 Projecgdes de mais pontos da figura daw
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s da curva a | |
2C no secante com os contornos aparentes do sélfdo jal séo conheci-
3, K e Y. Para encontrar outros, vamos utilizar o método de rebatimente do plam

a’iﬁ rebatimento do E
_ -.meste caso para o K, G
r

- Coma panta seca do com-
- passo no ponto de interseccao
‘dos dois tracos do plano secan-
~ te e abertura primeiro até C, e
depois até A, ou B, tracam-se
dois arcos até o eixo x, e prolon-
gam-se-lhes.

Por C,, traga-se uma paralela
a0 eixo x que intersecta os pro-
longamentos dos arcos anterior-
mente tracados.

Traca-se a circunferéncia
com centro em C,, centro da figu-
ra da seccao rebatido, e raio até
A, ou B, e marcam-se 0s pontos
necessarios designadamente E,,
F. G, e H, (Fig. 90).

b Efectua-se a inversao do
d mbnﬁmento determinando-se,

~ deste modo, as projecgdes dos
g,f G e H, que associa-
 anteriores, serao

‘para o desenho razoa- X

:In ﬂgura da “-\
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de 5 cm, cujo vértice é invisivel em projeccéo

& base da piramide, é o ponto O (3,5 6) e o raio mede 3 cm, A a
“de, @ © vértice de maior afastamento da base, é de perfil. S AR
" Determine as projeccdes da figura da sec¢ao produzida na pirdmide por um outro piaﬁﬁwrﬁ%&f :
aﬁmgﬂal a4,5cm. |

2.* Represente, pelas suas projecgdes, um prisma pentagonal obliquo, sabendo que:
» Uma das bases do prisma esta assente no plano horizontal de projeccao.
« Os centros das circunferéncias, circunscritas as bases, tém 3,5 cm de afastamento, e o raio mede 3 cm.
« A face de maior afastamento do prisma é de frente.
« As arestas laterais do prisma fazem com v, dngulos de 75° de abertura para a esquerda.
« A altura do prisma mede 5 cm.

Determine a figura de secgao produzida no prisma por um plano de nivel de cota igual a 3,5 cm.

3.* Construa as projeccoes da figura de secgao produzida numa piramide quadrangular regular, por um
plano de frente de 3,5 cm de afastamento, sabendo que:
» A base da piramide situa-se num plano projectante horizontal, que faz um angulo de 30° com g, de
abertura par a esquerda.
» Uma das arestas da base tem um extremo em v, e outro em g, faz 60° com o plano horizontal de
projeccao, de abertura para a direita e mede 4,5 cm.
» A altura da pirdamide é de 6 cm.

4.* Construa as projecgoes da figura da secgao produzida numa piramide quadrangular obliqua, de base
de nivel, situada no 1° diedro, sabendo que:
« A base da piramide tem uma diagonal que faz 20° com «, de abertura para a esquerda; o centro da
circunferéncia a ela circunscrita é o ponto O (0; 6; 5), e o raio mede 3,5 cm.

» O vértice da piramide é um ponto do eixo x, e tem abcissa nula.
* O plano secante é de topo, faz com o plano horizontal de projecgdo um angulo de 60° de abertura

para esquerda e intersecta o eixo x num ponto de abcissa, igual a 2,5 cm.

5.Desenhe as projecgoes da figura da secgdo que um plano B produz numa piramide pentagonal obli-
qua, situada no 1° diedro, sabendo:
* A base da piramide é um pentagono regular [ABCDE], contido num plano de frente, cujo centro da circun-
feréncia a ela circunscrita é o ponto O (0; 7; 3,5), e um dos vértices do poligono € o ponto A (-2,5; 7; 5).
* A aresta lateral [AV] é de nivel, faz com , um dngulo de 60° de abertura para a esquerda, mede
8. cm, e o vértice V da piramide é invisivel em projeccao frontal.
* O plano secante f é vertical, faz com ¢, um diedro de 60° de abertura para a direita e intersecta o eixo
X num ponto de abcissa, igual a - 2,5 cm.
6. Construa as projecges de uma pirdmide triangular regular recta, situada no primeiro diedro de projec-
- §90, sabendo que: .
~ +Abase '4 um tridngulo equilétero [ABC], contido num plano de perfil, sendo A (5;0) e B (0; 3,5) 2 ;
a da piramide é de 5 cm, e o seu vértice situa-se a esquerda da base., |
rmine as projecgdes da figura da seccdo produzida no sélido por um outro plano ﬁm iy

ua 2 cm a esquerda do plano da base. _ ‘A Gl
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iX0 X, respectivamente, angulos de 50° e 40°, de abertura para a esquerda,
& a figura da seccio produzida no prisma por um plano vertical, que faz com o plano

: apm]eqﬁo um diedro de 45° de abertura para a direita, e intersecta o eixo x 35cm3
- esquerda da aresta de cota nula.
L_'__“ b) Determine a verdadeira grandeza da figura da seccao.

b (ol ™ b
i'%:"*ﬂe;:nl'\'eseﬂte. pelas suas projeccoes, um prisma hexagonal obliquo, tendo em conta que:

* As bases do prisma sao hexagonos regulares, assentes em planos projectantes horizontais, que

fazem com o plano frontal de projeccao dngulos de 60° de abertura para a esquerda.
* A aresta [AB] da base mais proxima do plano frontal de Projeccao mede 2,5 cm, existe em v e o
vértice A, o mais préximo de g, tem 2,5 cm de afastamento.

* A altura do prisma mede 6 cm e as arestas laterais sio de nivel, e fazem com
abertura para a direita.

a) Determine as projeccoes da figura da seccdo produzida no prisma por um plano de perfil, que
contém o ponto médio da linha que une os centros das bases do prisma.
b) Determine a verdadeira grandeza da figura da seccio.

(fp angulos de 45° de

9.Indique com V as afirmacoes verdadeiras, e com F as falsas:

a) Num cone, uma sec¢ao é um
ficie conica.

b) A figura duma seccdo pode ser uma circunfe
paralelo ao plano da base.

€) Num cone, se a recta de interseccéo do plano secante que contém o vértice com o plano da base
intersectar a base, a figura da SeCCan € uma recta.

d) Uma hipérbole resulta da intersec
das geratrizes dessa superficie.

10.* Construa as projeccdes de um cone de revolugao,
* A base do cone situa-se num plano de frente, de
* O centro da base tem 4 cm de cota, e o raio med

~ +Aaltura do cone é de 7 cm.
ermine a seccao produzida no cone Por um plano de frente,

enhe as projecgdes de um cone obliquo,
* A base do cone é um circulo, contido no pla

¥

ponto, se o plano secante intersecta todas as geratrizes duma super-

réncia apenas em casos em que o plano secante é

¢ao duma superficie cénica com um plano que é paralelo a duas

situado no 1.° diedro, sabendo que:

afastamento iguala 1 cm.
e3cm.

de 4 cm de afastamento.

situado no 1.° diedro de projeccao, sabendo que:

no horizontal de projeccao, cujo centro é ponto O (0; 3,5; 0).
pontos da base pertence ao plano frontal de projecgao.

cone € o ponto V (3,5; 6; 7).
£¢6ao produzida no cone por um plano de topo, que faz com v, um diedro de 60° de
a esquerd ¢quecontém © ponto médio do eixo do cone.

um cone obliguo, situado no 12 diedro, sabendo que:

eu raio mede 3,5 cm, e 0 seu centro é o ponto O, de afastamento igual a4
gl kel LU =0 L e 4 s 1l
i ﬂ‘c L

hr..




= aquelas que sdo resultantes de seccées cilindricas.
£l el]pse resulta da seccao produzida numa superficie cilindrica por um plano que contém ¢
g!o S suas geratrizes. -
¢) Uma secgao cilindrica pode ser uma recta. Qs
d) Numa superficie cilindrica nao é possivel obter um segmento da elipse.
e) Uma superficie cilindrica é também uma superficie cénica. i

14.* Determine a figura da seccao produzida num cilindro obliquo, situado no 1.2 diedro, por um plano
vertical, considerando que: '
» As bases do cilindro sao de frente e distam entre si 6 cm.
« A base mais proxima do plano frontal de projeccao tem 1 cm de afastamento, e a cota do seu cen-

tro & de 5 cm e o seu raio mede 4 cm.
« As geratrizes do cilindro sdo de nivel e fazem com o eixo x angulos de 40° de abertura para a

esquerda.
« O plano secante contém o ponto do eixo do cilindro, de 4 cm de afastamento, e faz um diedro de

60° com (, de abertura para a direita.
15.* Determine a figura da seccao produzida num cilindro de revolugao, situado no 1.° diedro, sabendo

que:

+ O cilindro esta assente pela base no plano horizontal de projeccao;
» O centro tem afastamento igual a 5 cm, o raio mede 3 cm, e altura do cilindro € de 6 cm.
« 0 plano secante é projectante horizontal, intersecta o eixo x 6 cm a direita da linha de chamada do

eixo do cilindro e faz com ¢, um diedro de 45° de abertura para a esquerda.
16. Desenhe as projeccoes da figura da seccao produzida num cilindro obliquo, de bases de nivel, por um
plano de topo, sabendo que:

= A base mais proxima de v;
projeccao.

« 0 centro da base, de menor cota, tem 7 cm de afastamento, e o da base, de maior cota, tem 3,5 cm é

tem 1 cm de cota, e a de maior cota dista 7 cm do plano horizontal de

de afastamento.
+0 raio das bases mede 3 cm, e as projecsdes frontais das geratrizes fazem com o eixo x angulos de

l.‘ 450 de abertura para a esquerda. . .
+ 0 plano secante faz com v, um angulo de 30° de abertura para a direita e intersecta o eixo X, 3,5 cm

i # 4 esquerda do centro da base de maior cota.
Y, ;Bmmlne a verdadeira grandeza da figura da $eccao,

oy
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) ‘, S daemolvldos nas unidades tematicas anteriores, particularmente na interseccq
s, na 11.2 Classe, e seccoes planas em sélidos constituem a base para a compreensig
demctas com solidos.
. _. ; ,_.determimﬁﬁo da interseccdo duma recta com um plano, vimos que era fundamental o uso dum
ﬁhho auxiliar que contivesse a recta dada, e que se determinasse a recta de interseccao do plano auxiliar
com o plano dado. No presente estudo, um dos passos consiste precisamente em conter a recta num
plano auxiliar.

A interseccao de uma recta com um sélido resulta em dois pontos, sendo um o de entrada da recta no
solido, e o outro o de saida da recta do mesmo sélido.

Analisemos a figura 1, que representa um cilindro de revolugao e uma recta que o intersecta.

Fig. 1 Interseccdo da recta r com o cilindro da revolucio

A recta r penetra no sélido pelo ponto E, ponto de entrada,

e a segmen

sentados pom::d‘{: recta (ES] € a parte da recta r que se encontra dentro do cilindro, pelo que é repre-

4, g ek 1&. apacte darects r gue se situa entre o ponto S e a geratriz do contorno aparente direito do
g ' m neste caso néo por estar no interior do solido, mas porque a massa do cilindro

e sai do sélido pelo ponto S, ponto de

1' visik Ildade que ocorrem na recta r, sendo uma resultante do facto de

'ade por penetragao, e outra resultando da ocultacdo da visi-

ia de centro C sd0 complanares, ou seja, estdo no mesmo
'%wﬁnzmmm heeigs pdophl_l_oaq_m oyl
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Jase deste raciocinio que ests subjacente o método geral para a determin
uma recta com um sdlido, cujos passos séo os sequintes: |
: izir pela recta um plano (plano auxiliar),
2. Determinar a figura da seccio produzida no s6
~ 3.Identificar os pontos de entrada e saida (da esquerda para a direita) da recta,
- Esses dois pontos sio os Pontos de interseccio da recta com o solido.

er Oes de solidos e seccdes produzidas em sélidos, nesta uni-
dade temética as nossas atencoes estarao voltadas para a determinacao dos pontos de interseccdo de rectas
- com sélidos.

Por outro lado, a determinacao das projeccoes de rectas com difer

€2lgo do nosso dominio, pelo que existem bases suficientes para que n
contetdos desta unidade tematica,

Sendo assim, o mais importante é compreender a aplicagao do método geral da interseccao de rectas
com diferentes tipos de solidos estudados, nomeadamente piramides, prismas, cones, cilindros e esferas.

Determinemos os pontos de interseccao de rectas com os diferentes tipos de sélidos estudados nas
‘unidades tematicas anteriores,

entes posicoes no espaco também
a0 haja dificuldades no estudo dos

Interseccéio de rectas com piramides

Dada uma piramide triangular regular assente pela base num plano de nivel, e uma recta obliqua,
inemos os pontos E de entrada e S de saida da recta no sélido (Fig. 2).
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ante frontal (os planos projecti
selhdveis, pois permitem a detenninaqﬁ :
da secgao sem o recurso a muitos tracados). Assi

pela recta r, conduz-se um plano auxiliar m, pro-

jectante frontal. Pois, qualquer recta contida num
plano projectante frontal tem a sua projeccao fron-
tal coincidente com o traco frontal desse plano
(Fig. 3).

2.° passo

™

Determinar a figura da seccao produzida
sélido, pelo plano auxiliar . O plano = int
as trés arestas laterais da piramide, pelos
L, M e N, resultando, deste modo, numa
triangular. !

Tendo em conta que duas das arestas
piramide, [BV] e [CV], estao contidas num
plano projectante frontal, as projecgdes

dos pontos da figura da seccao sao coind
leN:{Fig. 4) !
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Fig. 7 Determinacao da seccao produzida pelo plano auxiliar f3.

LR

3.° passo .

Por ultimo, determinam-se os pontos de interseccao do hexagono irregular (a secgao) com

que sao igualmente os pontos de interseccao da recta r com a piramide pentagonal reqular dz
de que a figura de seccao [GHUJKL] e a recta r pertencem ao plano .

Assim, da esquerda para a direita, a recta r entra na piramide pelo ponto E e sai pelo ponto S,

invisiveis em projecgao frontal, e sendo visivel apenas o ponto de saida em projeccao horizontal.



Interseccao de Rectas com Solidos

r € Invisivel, por penetragao, no seu segmento [ES], pelo que se representa a ponteado.
rojeccao frontal, além do segmento invisivel por penetracao, dois segmentos que se situam
0 contorno aparente frontal do solido também sao invisiveis, mas, neste caso, por ocultagao,
Sd0 representados a traco interrompido, Em projeccao horizontal, para além do segmento situa-
R onto B a recta r é invisivel no segmento compreendido entre o contorno da base do
) se pode constatar neste exercicio, contrariamente ao anterior, o sélido apresenta arestas invi-
nenhuma sobreposicdo com arestas visiveis (nas suas projeccdes), as quais, uma vez que uma
@ as ocultam, sdo representadas a trago interrompido, tal como se representam as partes da
4o ocultadas pela massa do sélido.
exerciclo podemos ver claramente como se representam as partes da recta, invisiveis por
€ por ocultagao, bem como as partes visiveis (Fig. 8).
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de entrada e saida da recta r no sdlido

 de rectas com piramides, analisemos a interseccdo duma
o ar de base também de nivel.
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Fig. 10 Determinacao da secg
plano auxiliar v,,

L 7 )

2.° passo

Determina-se a figura da secgao

na piramide pelo plano v, o hexigor
[HUKLM]. A figura da secgao € um
qular, porque o plano secante € paral
da base da piramide regular (Fig. 10).

40 produzida na pirdmide pelo

*







2.° passo

Determinar a figura da sec¢ao produzida
no prisma pelo plano auxiliar , projectante
frontal.

A determinagao dessa figura de secgao
nao requer absolutamente nenhum tragado,
pois as faces que sao seccionadas sao pro-
jectantes horizontais, pelo que as projecgoes
horizontais dos vértices da figura da seccao,
coincidem com as projecgoes horizontais
dos vértices do prisma que estdo situados na
mesma projectante horizontal, ou seja, a pro-
jeccao horizontal da figura de secgao coin-
cide com a projeccao horizontal das bases
do prisma dado (Fig. 13).

B =B, =

Fig. 13 Determinagao da seccao produzida pelo plano auxiliar n
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Fig. 14 Determinacao dos pontos de entrada e saida da recta no
solido

3.° passo

Determinar os pontos de interseccao da
recta com a figura de seccao, que sao igual-
mente os pontos de intersecgao da recta r,
com o prisma. Da esquerda para a direita, 3
recta r intersecta a figura da secgao nos pon-
tos E, ponto da entrada da recta no solido e
S, ponto de saida da recta r no prisma trian-
gular reqular.

Em projeccao horizontal, a recta r €
obviamente invisivel por penetracio no seg-
mento [ES].

Em projeccao frontal, o ponto de entrada
da recta r no prisma é visivel, e o ponto de said3
éinvisivel, o que significa que nesta projecca®
ocorrem dois tipos de invisibilidade, nomea"
damente por penetracio no segmento [ES!
e por ocultagao no segmento compreendid?
entre o ponto S e o contorno aparente fron”
tal direito (Fig. 14).
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:',"lf'n'os, desta vez, os pontos de interseccao duma recta fronto-horizontal com um
a;ng_ular regular obliquo, com bases de topo.
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e XJ.‘ Z.E a'I U z.o passo
3 C,aD' _ _
N / <[ IRG Determinar a figura da seccio que
t-_u . o plano v, de nivel, produz no prisma.
| O plano v intersecta as arestas das duas
i C=D, bases do sélido, em quatro pontos, e nao
N A Intersecta nenhuma aresta lateral, pelo
Sy que a figura da seccdo é o quadrilatero
NGy [UVXZ] (Fig. 16). '
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UNIDADE 2

Intersec¢éio de rectas com cones

A interseccao de rectas com cones também
resulta em dois pontos, sendo um de entrada e
outro de saida da recta no solido. /
Analisemos um caso concreto de interseccao
de uma recta r, obliqua, com um cone obliquo
de base de nivel (Fig. 21).
(f.)

Fig. 21 Projeccao do cone e da recta r dados

Como é habitual, vamos recorrer ao método geral de interseccao de rectas com sélidos para encon-
trar a solucao do problema.

Em primeiro lugar, devemos conduzir pela recta r um plano auxiliar e, sequidamente, determinar a
seccao produzida no sélido por esse plano auxiliar.

O método geral de intersecgao de rectas com sélidos, para o caso de intersecgao de rectas com
cones, aplica-se com uma maior complexidade, na medida em que é necessario escolher o plano auxiliar
que permite a determinagao rigorosa da figura da seccao auxiliar.

Das secgoes conicas estudadas na unidade tematica anterior, vimos que as que possuem cons-
trucdo rigorosa sao apenas duas, nomeadamente as circunferéncias e os triangulos. Assim sendo, na
interseccao de rectas com cones, devemos escolher planos auxiliares que determinem seccoes de cons-
trugao rigorosa.

Portanto, para solucionarmos o nosso exercicio devemos escolher um plano auxiliar que origina
uma seccao triangular ou circular.

Para que a figura da seccao seja uma circunferéncia, o plano auxiliar, secante, deve ser paralelo ao
plano da base do cone, um plano de nivel. A posicao da recta r, que intersecta este cone, nao permite
conté-la num plano de nivel, pois uma recta obliqua nao pode estar contida num plano de nivel, pelo que
a possibilidade de a figura da seccao ser uma circunferéncia fica afastada. Recorde que uma recéa obliqua
sO pode estar contida em planos obliquos, de rampa, de topo e vertical.

Assim sendo, resta-nos apenas uma possibilidade, de a figura de seccao ser um triangulo. Num cone,
para que a figura da seccao seja um triangulo, o plano secante devera conter o seu vértice {é& vértice do
cone).

Deste modo, o plano secante sera definido pelo vértice V do cone e pela recta r dada. Recorde que
um plano pode ser definido por uma recta e um ponto exterior a recta.

A figura .de seccao que esse plano produz, como se disse anteriormente, é um triangulo em que um
dos seus vertices é 0 pontci V, que coincide com o vértice do cone. Os outros dois vértices situam-se no
plano da base, na intersec¢ao do plano secante com a directriz do cone.

Portanto, para se determinar esses dois pontos, & necessario, em primeiro lugar, determinar-se a
recta i, de intersec¢ao do plano auxiliar com o plano da base do cone. :
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Inferseccaio de Rectas com Sélidos.
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Fig. 22 Projeccoes darectaa auxiliar

Jina-se a intersec¢ao da recta r com o plano v da base do sélido, que é directa e que resulta
seccao da recta a com 0 mesmo plano, que resulta em I'. Os conhecimentos ja adquiridos
te de interseccao de um plano definido pelos seus tragos com um plano definido por uma
sonto exterior, sao fundamentais para a resolucao deste passo do exercicio (Fig. 23).
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" UNIDADE 2

Unindo |, a I, obtém-se a projecgao frontal iz, da recta de interseccdo do plano da base do sélido
com o plano auxiliar que contém a recta r dada.

A uniao de I, com I, da origem 3 projeccao horizontal i, da recta de interseccio de v, plano da base
do sélido, com o plano auxiliar (Fig. 24).

Fig. 24 Projeccoes da recta de intersecgao do
plano auxiliar com o plano da base

A interseccao da recta i com a circunferéncia da base do cone da origem a dois pontos da base, X_e
Z, os dois vértices do tridngulo [XVZ] de que estadvamos a procura. Pela interseccao de i, com a projeccao
horizontal da circunferéncia da base designam-se as projeccoes horizontais X, eZ, dos pontos X e Z.

Determinam-se as projec¢des frontais dos pontos X e Z, que naturalmente se situam sobre a pro-
jeccao frontal da recta i, que coincide com o trago frontal do plano da base (Fig. 25).
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: Fig. 25 Projeccoes de dois pontos
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De modo a simplificar o desenho, pode-se determinar apenas uma projeccao da figura de Seccao e
nela encontrar uma das projeccoes dos pontos de entrada e saida da recta no sélido, ao que se seqguird a
determinagao da outra Projeccao desses dois pontos sobre a outra projeccio da recta dada (Fig. 28).
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Fig. 28 Simplificacdo do desenho

Finalmente, distinguem-se as partes visiveis da recta, das partes invisiveis, por penetracao e por |
ocultacao. Em projeccao horizontal, a recta é invisivel apenas no seu segmento situado no interior do
solido, portanto, os pontos de entrada e saida da recta r, no sélido, sao visiveis nesta projeccao.

Em projeccao frontal, a recta r apenas é visivel fora do contorno aparente frontal do cone, ou seja, 0s
seus pontos de entrada e saida no sélido sao invisiveis, pelo que, nesta projeccao, a recta tem invisibili-
dade, por penetracao e por ocultagao (Fig. 29).

Vs
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Fig. 29 Distingao dos tragos do desenho







'UNIDADE 2

2.° passo

Determinar a recta i de inter-
secgao do plano auxiliar com o plano
¢ da base do cone, através da deter-
minacao dos pontos |, resultante da
interseccao da recta r com o plano ¢ e
I', resultante da interseccao da recta a
com o plano ¢ da base do sélido.

A unido dos pontos | e I’ d&
origem a recta i de interseccao dos
dois planos, o plano auxiliar e o plano
da base do cone (Fig. 31).

Fig. 31 Determinacio da recta de Inter-
secgao do plano auxiliar com o plano da
base do cone

[h,l)s' I

K

Fig. 32 Determinacdo da seccao
produzida pelo planeo auxiliar.

/ L

3.° passo

Identificar os outros dois vértices
do tridangulo, que resultam da inter-
seccao da recta i com a circunferéncia
da base do cone.

Assim, quando i, intersecta a pro-
Jecgao frontal da circunferéncia da base
do cone, origina projeccoes frontais X,
,a Z,, de dois pontos que unidos a pro-
jesgéo frontal do vértice do cone dao
origem a projeccao frontal da seccao
procurada, o triangulo, (X,V,Z,].

Como forma de se evitar o uso de
muitos tracos, dispensamos a projeccao
horizontal da figura da sec¢ao, o trian-

gulo, por se tratar de uma construcao
auxiliar (Fig. 32).
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Interseccao de Rectas com Sélidos

4.2 passo

~ peterminar os pontos E e S, respectiva-
mente de entrada e saida da recta no cone,
stravés da interseccao da projeccao frontal da
recta r, rpcom a projeccao frontal da seccao
auxiliar do cone, o que dé origem as projeccoes
frontais, E; € S, @ seguidamente determinar as
suas projecgoes horizontais E, e S, sobre a pro-
jecgao horizontal darectar, r,.

Finalmente, distinguem-se as partes visi-
veis das partes invisiveis da recta r. Em pro-
jeccao horizontal, o ponto de entrada da recta
no cone € invisivel, pelo que o segmento de recta
(embora pequeno) situado entre a geratriz, a
esquerda do contorno aparente horizontal, e
a projeccao horizontal do ponto E, é invisivel,
por ocultacao. Na mesma projecqao, o ponto de
saida é visivel, pelo que da projeccao horizontal
de S para a direita, a recta é visivel.

- Em projeccao frontal, a recta é apenas invi-
sivel por penetracao, portanto o segmento de
recta [ES] fica ponteado (Fig. 33).

Vi

Determinemos, desta vez, os pontos de Fig. 33 Projecgbes dos pontos E e S procurados.
interseccao de uma recta f, de frente, com
um cone de revolugao de base de topo. f

/. =y
1.° passo >

V
Determinar a recta i de interseccao do /): ~
plano auxiliar, definido pelo vértice V e pela 74 RN I f,
recta f, com o plano = da base do sélido. /
Pelo ponto V conduz-se uma recta a, concor- 4 32 ]
rente com a recta f, no ponto K. Determinam-se / / 4
05 pontos de intersecgdo das rectas f e a com o / N

plano da base do sélido, plano . Pelo ponto de
interseccao, da projeccao frontal, da recta f com
0'traco frontal do plano 7, obtém-se a projeccao X

ntal I, do ponto I, da sua interseccao, cuja YL~
Projeccao horizontal I, se situa sobre a projec¢ao 7 T A g
horizontal da recta f. \| L1/

Este raciocinio é repetido com a recta auxiliar v

% Cuja interseccao da sua projecsao frontal com a, éo,
9 mﬁ_o'frontal do plano =, origina I’; cuja pro- / L
j-m.ﬁfb horizontal I;, situa-se sobre a projeccao } \
horizontal da recta a. :

¥

A

pi&"%‘&ﬂo do plano da base do cone com o

"3N0 uxiliar, que contém a recta f dada e o
“ticedo cone (Fig. 34).

& A unido de | com I dé origem a recta i, de /
h

Fig. 34 Determinacio da recta i de interseccao do

plano auxiliar com o plano da base
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2.° passo

Determinar os pontos de interseccao da
recta i com a circunferéncia da base do cone.

Para garantir um maior rigor, sera neces-
sario rebater a recta i para o mesmo sitio onde
esta rebatida a base do cone, para encontrar
com precisao os pontos de interseccao da
recta i com a base do cone, ao que se seguira
a inversao do rebatimento para a obtencao das
projecgoes desses dois pontos, os outros dois
vértices que juntamente com o vértice do cone

constituem os trés vértices da figura da seccao
auxiliar (Fig. 35).

et

— =T

Fig. 36 Determinagdo dos pontos E e S procurados.

Fig. 35 Determinacao dos pontos de interseccao da
recta i coma directriz do cone

3.° passo

Determinar os pontos de interseccao da
recta f com a secgdo (o tridangulo) que sao igual-
mente, da esquerda para a direita, os pontos E de
entrada e S de saida da recta f, no cone.

Em projeccdo frontal, os pontos de entrada
e saida da recta no sélido sao visiveis, pelo que
nesta projeccao sé ocorre a invisibilidade por
penetracao.

Em projeccao horizontal, os pontos de
entrada e saida da recta no sélido sio invisiveis,

pelo que ocorre uma invisibilidade por ocultagao
(Fig. 36).
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Um outro caso que importa estudar, na intersecgdo de rectas com cones, € quando a recta que inter-
secta o solido contém o vértice do cone.

Dada uma recta r obliqua e um cone obliquo de base de topo, determinemos os pontos de sua
interseccao. A recta r contém o vértice V do cone.

Apliquemos o método geral de interseccao de rectas com sélidos.

Em primeiro lugar, conduzir pela recta r um plano que determine uma seccao cénica, de constry-
Gao rigorosa.

Para que a figura da seccio seja uma circunferéncia, o plano secante, contendo a recta r, deveria ser
paralelo ao plano da base do cone; portanto, um plano projectante frontal.

Efectivamente, um plano projectante frontal, paralelo ao plano da base e contendo a recta r, dada, é
inexistente, pelo que a figura da seccao nio pode de forma alguma ser uma circunferéncia.

Tendo em conta que a recta dada contém o vértice do cone, a figura da seccao pode ser um triangulo.

Sendo assim, por r conduz-se um plano que mais facilmente permite encontrar a solu¢ac do problema l
S€m O recurso a muito tragados, ou seja, um plano projectante frontal. Este plano determina, no cone, uma
seccao triangular. Um dos vértices do tridangulo é o préprio vértice do cone e 0s outros dois encontram-se
na base do cone, na sua interseccao com o plano auxiliar secante.

Determina-se a recta i da interseccado do plano y, com o plano m, auxiliar, contendo a recta r. Os
outros dois vértices do triangulo encontram-se precisamente na interseccao da recta i com a circunferéncia
da base do sélido.

' Para que a construgao desse triangulo seja rigorosa é necessario recorrer-se a um método geomé-
- trico auxiliar, neste caso o rebatimento da recta i sobre o mesmo plano que a circunferéncia rebatida, de

modo a localizar os outros dois vértices. A inversao do rebatimento permite determinar rigorosamente as
projec¢oes do triangulo (Fig. 39).
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Fig. 39 Determinagdo da secgao produzida i

pelo plano auxiliar. hy
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Interseccéio de rectas com cilindros

Dada uma recta obliqua e um cilindro também obliquo, determinemos a sua interseccao.

Fig. 41 Projecgoes do cilindro e da recta r dados.

0 Primeiro passo para a determinagao dos pontos de interseccao de rectas com sélidos consiste em
conduzir pela recta um plano auxiliar tendo em vista a determinacao da seccao produzida no solido por
esse plano auxiliar.

'I:al como vimos na inters:ecgéo de rectas com cones, na intersec¢ao de rectas com cilindros tam-
bém é necessario prestar particular atencao a escolha do plano auxiliar que permite a determinagao da '
seccao, pois esta devera ser de construgao rigorosa.

Das diferentes seccdes cilindricas que estudamos, as 3

. e , A5 que possuem construcao ri 3 enas
duas, a circunferéncia e o paralelogramo. e o
Para que a figura da seccao seja uma circunferenci
ia o plano secante, que conté em
de ser paralelo aos planos das bases. 3 g e e dacayt

Nc:j presente cascc;. como se trata de uma recta obliqua e os planos das bases sao de nivel, esta recta

nao pode estar contida num plano de nivel, pelo que a hipéte :
) se de se recorrer 3o ci fica
N a uma seccao circular fi
S6 nos resta a possibilidade de usar um plano auxili i
ar que determina a e
e ek raao. uma seccao com a forma d
i Assim, hé que se recorrer a um plano auxiliar que, contendo a recta r dada, seja paralelo ao eixo do
cilindro, pois s6 assim é que a figura da seccao sera um paralelogramo '

Esse plano auxiliar contém igualmente duas geratrizes do cilindro, que coincidem com dois lados d©

paralelogramo. Os outros dois lados do paralelogramo situam-se nas bases do cilindro e a sua obtenga®







A recta i, ao intersectar a base do cilindro define dois pontos, dois dos vértices do paralelogramo. Os
outros dois vértices do paralelogramo situam-se noutra base do cilindro, sobre as geratrizes que contém
o0s primeiros dois vértices. Tal como o fizemos nos cones, como forma de se usar o numero minimo de
tracos, nao havera necessidade de se determinar as duas projec¢oes da secgao; neste caso, considera-se
apenas a projeccao horizontal (Fig. 44).

K

Fig. 44 Determinacao da seccao produzida pelo plano auxiliar

Os pontos de interseccao da projeccao horizontal da recta r com a projeccao horizontal do paralelo-
gramo, da esquerda para a direita, sao as projeccoes horizontais E; e S,, dos pontos E e S, de entrada e
saida da recta no cilindro, respectivamente.

As projecgoes frontais E; e S,, situam-se sobre a projeccao frontal da recta r, dada.

Em projecgao frontal, os pontos de entrada e saida da recta sao visiveis, pelo que nesta projecgao a
invisibilidade, por ocultagao, nao ocorre,

Em projecgao horizontal, o ponto E de entrada da recta no sélido é visivel, e o ponto $ de saida é
invisivel, pelo que nesta projeccao, para além da invisibilidade por penetracao que é ébvia, também
ocorre a invisibilidade, por ocultagao (Fig. 45).
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Fig. 45 Determinagdo dos pontos de
interseccdo da recta r com o cilindro
obliquo




Intersecg@o de Rectas com Sélidos

Deste modo,

foi desenvolvido o mé m o 0
(¢ i

do geral de intersecgao de rect:s c:tosi?_ C?F.'ral de intersecgao de rectas com cilindros, a partir d
metod M S0lidos, que consiste no seguinte:

1. Conduzir pela recta dada u ili
e rplplano auxiliar que contenha duas geratrizes do sélido. A sec¢ao
p € plano auxiliar serd um paralelogramo

2. Determinar a recta i de intersecca
¢ao, do plano auxili
de uma das bases do cilindro. i e ok s ol

2 a i _ . S
3 :a ;e;to isl'd 8:: Lr;t:ilésec:’ar se com a circunferéncia da base do cilindro, origina dois pontos que
B 6o 3 varti £340 plaraI'EI?Qramo da seccdo produzida no cilindro, paralelogramo que fica
efinido a partir desses dois vértices e das geratrizes correspondentes.

4.0s P°“t_°5_ de interseccao da recta dada com o paralelogramo da seccao sdo, da esquerda
para a direita, os pontos de entrada e saida da recta no sélido.

Ha casos em que nao ha necessidade de se recorrer a uma recta auxiliar que define um plano, o qual
se devera intersectar com o plano da base do sélido, Trata-se de casos mais simples, de interseccao de rectas
com cilindros.

Analisemos mais alguns casos de interseccao de rectas com cilindros, de modo a que estejamos pre-
parados para a resolugao de diferentes problemas. Analisemos dois casos particulares, em que a aplicacao
do método geral de intersecgao de uma recta com um cilindro nédo obedece a todos os quatro passos que
acabamos de enumerar, ou seja, efectua-se a aplicagao do método geral para a interseccao de rectas com
solidos, obedecendo aqueles trés passos, nomeadamente:

1. Conduzir um plano pela recta dada.

2. Determinar a secgao produzida pelo plano no sélido.

3. Determinar os pontos de interseccao da recta com a seccdo, que sao igualmente os pontos de
interseccao da recta com o sélido.

Determinemos os pontos de interseccao duma
recta n, de nivel, com um cilindro obliquo, de bases fx
projectantes horizontais.

De acordo com o método geral para a interseccao ] |
de rectas com solidos, o primeiro passo consiste em ~ ,
conduzir pela recta dada um plano que permite deter- ' [ .
minar uma figura de seccao, de construcao rigorosa. No o z
caso dos cilindros, as secgoes de construcao rigorosa , \ / }
podem ser circunferéncia ou paralelogramo. No pre- : ¢
sente exercicio, a figura de seccao poderia ser uma cir- NG L
cunferéncia se houvesse a possibilidade de se conduzir

ela recta n, de nivel, um plano paraleloE ac:stpllii"“:‘S das g
bases, ou seja, um plano projectante horizonta
b%@m ric;a, depnivei,ppojde estar contida num plan.o
': te horizontal, mas neste caso esse plano nao Seria
5 aos planos das bases do cilindro, pelo aUe a':""'
8 3 SeC¢ao ser uma circunferéncia ﬁca exclu da. :
sendo, resta-nos apenas 2 hipotese ila
sr um paralelogramo. Se Cca‘nduzirrnc:*is“F'clro
m plano de nivel, este seccionara o ¢ glelo
im paralelogramo, pois este plano € par

indro e contém duas das suas geratrizes
ol

-

\ Ny = [fl']




Determina-se a seccao produzida no
cilindro pelo plano auxiliar v, de nivel. O
plano secante, ao se intersectar com as cir-
cunferéncias das bases do cilindro origina
quatro pontos, sendo dois em cada uma
das bases. Esses quatro pontos sao 0s Ver-
tices do paralelogramo, da seccao (Fig. 47).

Note que, para um maior rigor na
localizagao dos vértices do paralelogramo,
recorreu-se a base de referéncia rebatida
ao que se seguiu a inversao do rebatimento
para determinar as projecgoes dos vértices
da figura da secgao auxiliar.

Os pontos de interseccao da recta
dada com o paralelogramo da sec¢ao sao,
da esquerda para a direita, os pontos E e
S, respectivamente de entrada e saida da
recta n no cilindro.

A partir da projeccao horizontal iden-
tificam-se as projeccoes horizontais E,
e S,, dos pontos de interseccao da recta
dada com o cilindro, ao que se segue a
determinagao das suas projeccoes fron-
tais E, e S, sobre a projecgao frontal da
recta n.

Os pontos de entrada e saida da recta
no cilindro sao invisiveis em projeccao
frontal, pelo que dois segmentos da recta
sao invisiveis por ocultagao.

Em projecgao horizontal, os pontos
de entrada e saida da recta no cilindro sao
visiveis, logo nesta projec¢ao nao ocorre ne-
nhuma invisibilidade por ocultagao (Fig. 48).

Fig. 47 Determinacao da seccao produzida pelo plano auxiliar

Fig. 48 Determinacdo dos pontos E e S procurados.






A partir da projeccao frontal, que facilita a
visualizacao dos pontos de intersec¢do da recta
f com a secgao, da esquerda para a direita, nos
pontos de intersecgao das projecgdes frontais da
recta com a circunferéncia da secgao, obtém-se as

projecgoes E; e S, dos pontos E e S, de entrada e

saida da recta no solido, respectivamente. As pro-
jecgoes E, e S, encontram-se sobre F,, projecgao ]
horizontal da recta f. O
O ponto de entrada da recta f no sélido A
s . 2 /
€ invisivel em ambas as projeccoes, logo em 'p\xg
ambas as projecgdes ocorre a invisibilidade por .

ocultagao.

O ponto de saida da recta no sélido é visi-
vel em ambas as projec¢des, pelo que dai para a

direita as projec¢oes da recta sao representadas a

0, (he)

traco continuo grosso vermelho (Fig. 51).

"E-,“
Fig. 51 Determinacio dos pontos
de interseccdo de f com o cilindro
obliquo

Intersec¢cio de rectas com esferas

Quando falamos de projeccées de esferas vimos que as suas
projeccdes sao sempre limitadas por circunferéncia, Quando falamos
de seccoes produzidas em esferas vimos que elas também siao sem-
pre limitadas por uma circunferéncia.

Portanto, estamos perante uma situacao em que apenas muda o
plano secante, mantendo-se a forma da figura da seccao.

Para a determinacao dos pontos de interseccio de rectas com
esferas aplica-se o método geral de interseccao de rectas com sélidos.

Tendo em conta que tanto as projeccdes do sélido, como as
figuras das sec¢ées, tém contornos circulares, iremos resolver apenas
dois exercicios, nimero suficiente para se entender o raciocinio dos
procedimentos necessarios,

Determinemos os pontos de interseccio duma recta de fren-
te f com uma esfera.

Apliquemos o método geral de interseccio de rectas com s6li-
dos para encontrarmos os pontos de entrada e saida da recta f na
esfera dada.

Comegamos por conduzir pela recta f um plano, de preferéncia
projectante e, se possivel, que seja paralelo a um dos planos de pro-
jecgao.

Como se trata de uma recta de fre
num plano paralelo a um dos
auxiliar ¢, de frente (Fig. 52).

nte, esta pode estar contida
planos de projeccao, isto &, num plano

Fig. 52 Representacao dos dados e 9€
plano auxiliar







Para finalizar o estudo desta unidade tematica, vamos determinar os pontos de interseccao de
uma rectar, obliqua, com uma esfera.
Nao ha um método especifico para a determinagao dos pontos de interseccao de rectas com esferas,
pelo que para estes casos aplica-se o método geral de interseccao de rectas com sélidos.

r:Efﬁ
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.

Fig. 55 Projeccoes da esfera, da recta e representagao do plano auxiliar

A posicao que a recta r apresenta nao permite que usemos um plano auxiliar (plano que contenha
a recta dada), que seja paralelo a um dos planos de projeccao. Em primeiro lugar, conduzimos por r um
plano projectante, neste caso um plano 7, projectante frontal (também poderia ser projectante horizontal)
(Fig. 55).

Temos de determinar a figura da secgao produzida no sélido pelo plano auxiliar de topo, para em
seguida encontrarmos os pontos de interseccao dessa seccao com a recta dada. A projeccao frontal da
figura da seccao é um segmento de recta que nao permite visualizar os pontos de entrada e saida da recta
no sélido, porque a projeccao frontal da figura da seccao encontra-se sobre a projeccdo frontal da rectar. A
ter de determinar a projec¢ao horizontal da figura da sec¢ao, esta seria uma elipse e, como ja é sabido, ela
nao é uma figura de construcao rigorosa, pelo que, tratando-se duma construcao auxiliar, vamos dispen-
sar essa projeccao.

De acordo com o que estudamos nas seccoes produzidas em esferas, basta conhecer o centro € ©
raio da figura da seccao, para se determinar a sua verdadeira grandeza, antes mesmo de se determinar

suas projeccoes.
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A localizacdo rigorosa dos pontos de entrada e saida da recta no sélido é feita no plano de topo
rebatido, pois tanto a recta dada como a figura da seccao situam-se no mesmo plano m, de topo. Neste
caso, ha que rebater também a recta r. Para o efeito manteve-se fixo H,, traco horizontal da rectar, ou seja,
o traco horizontal da recta r gira sobre si mesmo. Marcou-se um outro ponto sobre r, K para se efectuar o
rebatimento da recta, Unem-se os pontos H, com K e obtém-se a recta r rebatida r,, cuja interseccao com
a seccdo rebatida origina os pontos E e S, de entrada e saida da recta, rebatidos, E, e S, (Fig. 57).
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Fig. 57 Determinagao dos pontos de entrada e saida, na seccao rebatida.







Exercicios propostos

1.* Desenhe as projeccdes ortogonais de uma piramide quadrangular obliqua, situada no primeiro die-
dro de projeccao e duma recta r, obliqua, sabendo que:

irami frontal.
« A pirdmide esta assente, pela base, num plano projectante
. Of vértices K (0; 4; 0,5) e L (2; 1; 3) da base quadrangular regular [KLMN], definem a aresta [KL].
» O vértice da piramide é o ponto V (- 5,5; 2; 7.5).
» A recta r é definida pelos pontos A (- 5,5; 9;2) e B (5;-1,5; 8).

Determine os pontos E, de entrada, e S, de saida da recta r, na piramide

2. Determine os pontos de intersecgdo duma recta n, de nivel, com uma piramide quadrangular obliqua, ]
sabendo que:

» A base da piramide é um quadrado de nivel, de 5 cm de cota, e os lados estao igualmente inclinados i
em relagao ao plano frontal de projeccao. 0 o ]

* As arestas da base medem 4 cm e o vértice da base, mais préximo do plano frontal de projeccao, tem
afastamento igual a 2 cm. _

+ O vértice da pirdmide é um ponto do plano horizontal de projeccao e situa-se na mesma linha de
chamada do vértice da base, situado mais a esquerda, e a sua projeccao horizontal coincide com a
Projeccao horizontal do vértice mais a esquerda.

* A recta n tem 4 cm de cota, faz 60° com ), de abertura para a esquerda e, o seu traco frontal dista 2,5
cm a direita da linha de chamada do centro da base da piramide.

3.* Determine os pontos de interseccio de uma recta a, pertencente ao [3,;, com uma piramide quadran-
gular regular, situada no primeiro diedro, sabendo que:

= A base da pirdmide esté assente num plano de topo, que faz com v, um angulo de 60° de abertura
para a direita, .

+ Uma das arestas da base da piramide tem um ponto no plano frontal de projeccao e outro no plano J
horizontal de projeccao, e faz com {0, um angulo de 75°, de abertura para a esquerda.

« A aresta da base mede 3,5 cm, e a altura da piramide mede 7 cm.

* A recta a intersecta o eixo x na linha de chamada do vértice da piramide,
com o eixo x, angulos de 30° de abertura para a direita.

€ as suas projecgoes fazem

4. E dada uma piramide hexagonal reqular, situada no primeiro diedro de projeccao, cuja base esta assen-
te num plano vertical, que faz um diedro de 75° com (o, de abertura para a direita. O lado do hexagono

mede 3,5 cm, tendo um deles cota nula. Um dos vértices da base da piramide pertence ao plano frontal
de projecgao. A altura da piramide mede 7 cm.

E também dada uma recta f, de frente, com 3 cm de afasta
projecao 30° de abertura para a direita. A linha de cha
a linha de chamada do vértice da piramide,

mento, que faz com o plano horizontal de
mada do traco horizontal da recta f coincide com

Determine os pontos E, de entrada, e S, de saida, da recta f na piramide dada.

5.* Construa as projeccoes dos pontos de intersec

¢do de uma recta obliqua r com um prisma pentagonal
obliquo, considerando que;

» As bases do prisma sao de nivel, os centros das circu
0 (2;6;6) e O, (6;4;0,5), e 0 raio mede 3,5cm.

« A aresta de menor abcissa da base, de maior cota, é de topo.

* A recta r contém o ponto R (- 2: 0; 0) e,

angulos de 45" e 30" respectivamente,

nferéncias circunscritas as bases sao os pontos

as suas projeccoes horizontal e frontal fazem com o eixo x
de abertura para a direita.




Exercicios pr

Opostos

dos vértices mais proximo de v, » € as arestas laterais sao de frente.

. 1€ 0 ponto A (0; 2: 1 i
B eticida pelos pontos o o) e i.)que pertence a base situada a esquerda.

mine os pontos de interseccio da recta a com prisma

i r, situada no primeiro diedro de projeccao, e
ccoes duma recta r, obliqua, sabendo que: R ; Bt

: e esta contida num plano Projectante frontal 7, que faz com v, um angulo diedro de 60° de
tura para a esquerda.

L] da base medem 3,5 cm, e uma delas tem afastamento nulo, e um dos extremos dessa ares-
m 2 cm de cota.

+Ab. 5e da piramide € invisivel, em Projeccao horizontal, e a altura da piramide mede 6 cm.
- wArecta r contem o ponto A (4; 4) cuja linha de chamada coincide com o trago horizontal do plano da

base. 0 outro ponto que define arectar, é o ponto B, situado 8 cm a esquerda da linha de chamada
- doponto A, tem cotaigual a1 cme pertence ao [},.

Determine os pontos de interseccao da recta r com a piramide.
Xe Instrua as projeccoes dos pontos de intersec

fecto, situado no 1.° diedro, considerando que:

¢ao de uma recta t, de topo, com um prisma rectangular

20prisma estd assente, pela base rectangular [ABCD], num plano de nivel de cota igual a 1,5 cm.
sAaresta [AB] mede 6 cm, faz com o plano frontal de projecgao um angulo de 40° de abertura para a
relta. e 0 extremo A tem afastamento nulo.
- =Aaresta [AC] mede 4 cm.

P base de maior cota do prisma dista 6,5 cm de v,.
*Arecta de topo tem 4 cm de cota, e a sua linha de chamada situa-se 2 cm 4 direita da aresta lateral, de
afastamento nulo.
Q?taum Prisma hexagonal obliquo, com bases de nivel, e uma recta f, de frente, determine os pontos
%ua interseccao, tendo em conta que:

3
1l

*Acircunferéncia, circunscrita a base, situada a direita é tangente ao plano frontal de projeccao, e o seu
raio mede 3 cm, e a sua cota é de 1 cm. ' 0,
- *Duas das faces do prisma sio de topo, e fazem com o plano horizontal de projecgao angulos de 30°
de abertura para a esquerda.
*As arestas laterais fazem 60° com ¢, de abertura para a esquerda.
*0s planos das bases do prisma distam entre si 3 cm. ' ;
*Arecta ftem afastamento igual a 5,5 cm, faz 60° de abertura para a direita com v, e a linha de chama-
‘dado seu traco horizontal situa-se 1 cm a esquerda do plano de perfil, que contém o centro da base

S@gda a esquerda.
3 f},a. oM




10.

11.* Construa as projecces dos

]2

13.* Desenhe as projec¢des de um cone obliquo, situado no 1.° diedro de

14.* Determine as projecgoes dos pontos de intersecao duma recta s, obliqua,

Exercicios propostos

Dado um hexaedro com 6 cm de aresta, situado no 1.° diedro, e uma recta v, vertical, determine os
pontos da sua interseccao, sabendo que:

» Duas das faces do hexaedro sio de frente, e a mais préxima do plano frontal de projeccao dista dele
1.5cm.

« As restantes faces do sélido sio de topo, e duas delas fazem com o plano horizontal de projeccao
angulos de 30° de abertura para a direita e a aresta de topo de menor cota, dista 1 cm de (.
» As arestas do sélido medem 5 cm.

* A recta vertical tem 3,5 cm de afastamento, e a sua linha de chamada situa-se 2 cm, a esquerda, da
linha de chamada da aresta de topo mais a direita.

pontos de interseccdao duma recta de nivel com um prisma triangular
obliquo, situado no 1.0 diedro, de bases de frente, sabendo que:

*A(0;0; 5) e B (-4; 0; 7) sdo dois vértices do triangulo [ABC], a base de menor afastamento do prisma,
rectangulo em A.

+» O lado [BC] mede 8 cm.

* A altura do prisma é de 6 cm, e as suas arestas laterais sio horizontais ou de nivel, que fazem com o
plano frontal de projecgao angulos de 60° de abertura para a direita.

* A recta de nivel dista 4 cm de v,, faz 30° com (o de abertura para a esquerda, e o seu traco frontal
tem abcissa igual a 5 cm

Construa as projeccées dum cone de revolugao, situado no

rectar, obliqua, sabendo que:

» A base situa-se num plano de frente, de 1 cm de afastamento.

» O centro da base é o ponto O (0; 1; 6), e 0 raio mede 4,5cm,

« A altura do cone ¢ 7 cm.

» O traco horizontal da recta r, tem -7 cm de abcissa e 1 cm de afastamento.,

+ A projeccao horizontal e a projeccdo
tura para a direita.

primeiro diedro de projeccao, e duma

frontal da recta r fazem com o eixo X, angulos de 30°, de aber-

Determine os pontos de interseccao da recta r com o cone.

projeccao, e duma recta f, de
frente, sabendo que:

« A base do cone é um circulo assente no plano horizontal de projeccao,

« Um dos pontos da base € tangente ao plano frontal de projeccao.

« O vértice do cone é o ponto V (4; 8; 7).

« A recta f tem 5,5 cm de afastamento, faz um angulo de 30° com v
seu trago horizontal tem 5 cm de abcissa.

Cujo centro é ponto O (0; 4; 0).

o de abertura para a esquerda, e 0
Determine os pontos de interseccao da recta f com o cone.

com um cone de revolu-
¢ao de base assente num plano projectante horizontal, respeitando o sequinte posicionamento:

» O plano projectante horizontal faz um angulo diedro de 40° com

« O centro da base tem 2,5 cm de afastamento,
tem um ponto em v; e outro em .

« A altura do cone é de 7,5 cm.

« A recta s contém o ponto médio do eixo do cone e a sua Projeccao horizontal faz 40° com o €ixo X
de abertura para a esquerda, e a projeccao frontal faz 30° com o eixo x,

Yo, de abertura para a direita.
e a circunferéncia que determina os limites da base

de abertura para a direita.







O aluno deve ser capaz de:
= Distinguir a sombra projectada, da sombra propria e da sombra e
« Determinar a sombra real e sombra virtual de um ponto.

« Determinar a sombra projectada de

« Determinar a sombra propria e sombra projectada nos planos de Projeccao de fiquras plana
« Projeccao de figuras plana:

das em planos de nivel, de frente, de topo, vertical e perfil

« Determinar as sombras propria projectada de piramides, prisma, cones ¢

= u",i|:".-i'fl'u"i=;. cCOom bas

nivel, de frente e de perfil,

)0Ntos, segmentos de recta e rectas, nos planos de projeccao

=
, conti




_ Sombras

Ritroducao
'Direcgao luminosa convencional
g ‘N0¢3o de sombra projectada, sombra propria e sombra
Pacial
8008 sombyra real e sombra virtual de um ponto
fa pl’o;ectada de pontos, segmentos de recta e rectas,
bagst 'Dlanos de projeccao
S&Propria e sombra projectada nos planos de pro-
. ._ de fi figuras planas, contidas em planos de nivel, de
.de topo, vertical e perfil
1ora Propria e sombra projectada nos planos de pro-
Qde solidos geométricos, com bases de nivel frente e
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" el
Introducdo _
As sombras resultam da incidénca da luz sobre um determinado objecto. Essa luz pode ser or -:. -'

de uma fonte luminosa natural ou artificial. '
Em superficies redondas, nao é notéria a linha de separagao entre a parte iluminada e a obscy

pois ha uma gradagdo de matizes (Fig. 1). Em poliedros, as diferentes faces iluminadas podem apres
intensidades diferentes de luminosidade e de obscuridade, pelo que havera diversas matizes separada

por arestas (Fig. 2).

Fig. 1 Sombra em superficie

redonda Fig. 2 Sombra em poliedro

As figuras ilustram o que acabamos de dizer; na superficie conica verifica-se que nao ha linhas que
separam os diferentes matizes da parte iluminada e da parte em sombra, enquanto a superficie do prismi
apresenta diferentes intensidades de luminosidade e obscuridade separadas pelas arestas. '

Tendo em conta que a Geometria Descritva trata de desenho rigoroso, tanto em superficies redonda:
como em poliedros, as partes iluminadas serdo consideradas uniformes, bem como as partes sombreadas
também serdo consideradas uniformes, ou seja, as partes iluminadas terdo um Gnico matiz e as partes e
sombra terao também um unico matiz.

Na primeira unidade temética da 11.2 Classe, fez-se referéncia ao sistema de projeccao em que fofe
considerados trés elementos, nomeadamente o plano de projecgéo, o centro de projecgao e o feixe d€
rectas projectantes. Esta situacao € similar ao que acontece no estudo de sombras, pois as rectas proje
tantes sdo os raios luminosos, uma vez que teoricamente esses raios luminosos sdo considerados €O N0
sendo linhas rectas.

Numa situacdo luminosa, para além dos raios luminosos, ha que considerar uma fonte luminosa, Uff
objecto exposto a situagao luminosa considerada e uma superficie onde se projecta a sombra do objectos

No caso de a fonte luminosa situar-se numa distancia finita, os raios luminosos sdo divergentes, 0
que corresponde ao sistema de projeccdo central ou conica. Caso a fonte luminosa situe-se numa distan®
cia infinita, os raios luminosos sao paralelos, ou seja, trata-se duma projeccdo cilindrica ou paralela.

Um ponto produz uma sombra se ele encontrar-se entre a fonte [uminosa e um plano ou qualquer
outra superficie. '

A sombra de um ponto num plano é o ponto de intersecgdo do raio luminoso que o contéem, com@
referido plano. ..

O raio luminoso | tem origem na fonte luminosa L e passa pelo ponto A, opaco, projectando-0 para
o plano «, dando origem a As, sombra do ponto A no plano .. Sendo o ponto A opaco, a partir dele, em
direccdo ao plano o, o raio luminoso esta em sombra e a parte do raio luminoso compreendida entré €

ponto A e a fonte luminosa esta em luz.
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Direc¢@o luminosa convencional

No nosso estudo iremos considerar apenas a direcgdo luminosa e ndo aprofundaremos a fonte iy
nosa situada a uma distancia finita (foco luminoso).

A direccao luminosa que é geralmente usada é obliqua, a chamada direccio luminosa ¢
cional, e paralela 4 diagonal de um cubo com faces frontais, de nivel e de perfil. Essa diagonal

vértice mais a esquerda, com maior afastamento e maior cota, o ponto A, e o vértice mais 3 direita ¢
menor cota e menor afastamento, o vértice E (Fig. 5).

Fig. 5 Direcclo luminosa cony

encional no eipaco

Os angulos que a direccdo luminosa N\
convencional faz com os planos de projeccao {
tém a mesma amplitude, ou seja, a diagonal N
tem a mesma inclinagao em relagdo a ¢, e a N °
v Esse angulo é convencionalmente repre- . .
sentado por . N

A direccdo luminosa convencional é
considerada a direcgao luminosa ideal para as
pessoas dextras escreverem, pois a mio e o 45?&_ L/
meio riscador ndo produzem sombra sobre a +—¢ e
escrita, Nesta direcgao a luz provém de cima, 455\
da esquerda e de tras,

As projeccdes da diagonal [AE) (diago-
nal que tem a direccdo convencional) fazem
com o eixo x dngulos de 45°, de abertura para
a esquerda, ou seja, as projeccdes de todos os
raios luminosos que tenham a direccdo con-
vencional fazem com o eixo x &ngulos de 45¢,
de abertura para a esquerda (Fig, 6),

!y

Fig. 6 Direcgho luminosa convencional no plano de

desenho




espacial

P J ..":

~ No estudo de sombras todos os objectos serao

considerados opacos, tal como se fez referéncia no
xemplo da sombra produzida por um ponto.

Assim, sombra projectada ou produzida ¢ a
sombra que um objecto produz numa superficie (chio,
parede, etc.), ou seja, € a parte da superficie de projec-
(30 onde 05 raios luminosos nao incidem por impe-
dimento provocado pelo objecto que produz essa
sombra [A,B,C.D,] (Fig. 7).

A sombra prépria é a parte do objecto que nao
recebe a luz, ou seja, aquela parte dum objecto que fica
€m sombra, que nao é atingida pelos raios luminosos.
A sombra propria é parte integrante do préprio objecto
[ABCD) (Fig. 8).

de sombra projectada, sombra prépria

Fig. 8 Sombra propria

Nos dois tipos de sombras anteriores (sombra projectada e sombra prépria) os raios luminosos defi-
Nem um prisma quadrangular, cujas bases sao [(ABCD e [A,B,C,D,],
A parte do prisma compreendida entre o quadrado [ABCD] e o quadrado [AB,C.D,] é a sombra

espacial do quadrado [ABCD), ou seja, sombra espacial é a po_rgao do espaco compreendida entre a som-
Bea o dum objecto e a sombra projectada desse mesmo objecto (Fig. 9).
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nos planos ortogonais de projecgao. Assim sendo, o raio luminoso pode determinar du
ponto, ao se intersectar com os dois planos ortogonais de projeccio. Mas, também o raio 10
determinar mais do que duas sombras, se intersectar mais do que dois planos. s -
NNa sua interseccao com um dos planos de projeccao, um raio luminoso contendo um pont
mina a sombra real desse ponto, isto &, a sombra real encontra-se no primeiro dos dois planos d
Jecgao que o raio luminoso intersecta, Assim, A, é a sombra real do ponto A e situa-se no plano fror
projeccao, concretamente no SPFS (Fig. 10). Bhls.

..-_n.g'

Fig. 10 Sombra real do ponto A

Na sua continuidade, o raio luminoso intersecta um segundo plano, neste caso o plano horizontalde
projeccao, determinando a sombra virtual do ponto A, A, (Fig. 11).

\"TA)
N \ A.__ = }'\\_ =
‘ E 1\_“ '/__.
_'6".; " | | "\I.:__-»‘I »\\., = p"u\.,‘
L 3 Eal
SN [ \J1
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L) \‘
A \

“ | Fig. 11 Sombra virtual do ponto A
"
















I_i , ﬂ.mﬁ - =0mbr

i de recta no Plﬂﬂﬁ-'-frﬁnfﬂlidotmhal
mos os dados do exercicio anterior J e
_:ﬁ: 4;@;@_ B e obactio, e determinemos a sombra projectada do segmento
eais dos extremos do Sy e
m sido determinados, ' i,
s @ D, pelo que neste | *
S NOS resta determinar a
0 € no plano frontal de
‘se encontra no prolon-
luminoso I’ até intersectar
® projecgao.
sombra do segmento [CD]
de projecgao é o segmen-
que uma parte se situa no
al superior, a sombra real
], @ outra parte no semi-
erior, a sombra virtual do
O ponto Q mantém-se no
etermina a separagao entre
| sombra virtual.
€ o ponto da sombra pro- Fig. 21 Sombra de [CD] em gy, N0 espaco
iento [CD], situado no eixo

1ha sido referido anteriormente. J
 segmento [C,Q] é a sombra virtual no plano frontal de projeccao do segmento [CD] e

{c\p’] & a sombra do segmento [CD] no plano frontal de projecgao (Fig. 21).
desenho, C,_ é a sombra virtual do ponto Ce D, € 0 ponto onde se situa a sombra real
. que i se:gmlzi' nto [C,,Ds,] é a sombra do segmento [CD] no plano frontal de projeccao

bt m g No plano do desenho

Fig. 22 sombra de [CD] &

_—_
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'IWMdﬁuwm&nwdum/m;&odo-ponto- de quebr

~ Nos dois ultimos exercicios foram determinadas as sombras do segmento de recta [CDJ; primein
plano horizontal de projeccao e, depois, no plano frontal de projecgio, em exercicios separados. Em ¢
um dos planos de projec¢ao o segmento apresentava uma parte da sombra num semi-plano, e o
parte noutro semi-plano, ou seja, uma parte da sombra era real e outra era virtual, As duas sormbras

cada plano eram separadas por um ponto
€ixo x, 0 ponto Q. 1
Observe a figura 23, que corresponde ju
¢ao dos dois Gltimos exercicios, isto &, & def ,
minagao da sombra do segmento [CD), r
dois planos de projeccao, num Gnico des: nk
A sombra real do segmento (CD] n
plano horizontal de projeccio é o segmen
(C,Ql e a sombra real do segmento [CD] sob
o plano frontal de projeccio é o segment
[QD,]. Portanto, a sombra real do segment
[CD] nos dois planos de projeccéo correspor
a juncao das sombras reais nos dois planos @
Projeccao, o que resulta em [C,QD,].
Portanto, o ponto Q, que foi possive
determinar gracas & sombra virtual de um do:
extremos do segmento de recta [CD), chama-sé
ponto de quebra (Fig. 23), :

Fig. 23 Ponto de quebra

Resolvamos o exercicio no plano bidie
0. mensional, plano do desenho, onde podemo! ;
i facilmente determinar as sombras dos re-
mos do segmento [CD], como j& tinhamos
feito. |
Neste exercicio pretende-se determi ]
a sombra real do segmento [CD]. Tendo em
conta a direccao luminosa | dada, conduz-se

= por €, a projecgdo horizontal dum raio lumi
noso e seguidamente por C, a projeccdo frons
tal do mesmo raio luminoso, cuja intersecg o
com o elxo x determina um ponto pelo g
se traca uma linha de chamada que ao int
sectar a projeccdo horizontal do ralo luminase

origina a projecgao horizontal da sombra do°
ponto €, C, (Fig. 24),

Fig. 24 Sombra real do ponto € do segmento [CD)

e ]
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rectan no plano hori- ] i

sigiariias ._'?Wﬂiﬂv ng1 e F.-,:- ng
1 sendo, conduzindo

ecta paralela a n,,

rSeCcao com o eixo

ombra real da recta n F

de projecgao é o seg-

ﬁ'hﬁl. e no plano hori-

540 € a semi-recta QK, ,

real da rectan é a som-

n
e Fig. 33 Sombra da recta n, de nivel

N propria e sombra projectada nos planos de
cao de figuras planas

bras que serdo determinadas sao de poligonos e circulos assentes, em diferentes planos.

 poligono é uma figura plana, limitada por linhas quebradas fechadas. Circulo € uma superfi-
por uma circunferéncia. Como deve estar recordado, circunferéncia é uma linha plana

35 pontos, na sua totalidade, sao equidistantes ao seu centro.

‘il _ 17), numa
e abordagem das sombras propria, projectada e espacial (ver pagina 1

"q;:?‘? lgalz prover?iente de uma fonte luminosa, uma face da figura plana € iluminada e a
m sombra, pois a face iluminada impede a passagem dos raios luminosos para a outra face.

ninemos a sombra do triangulo [ABC], contido num plano de topo &, tendo em conta a direc-













O das sombras do[:grg]
05 planos de Projeccéo,
Pelo que se trata dum
Pelos vértices do qua-
 raios luminosos Paralelos a .
€ pode ver no desenho, A, é

o A, B_.‘ € sombra rea| 1:10
bra real do ponto € e D, ¢
onto D. Tendo em conta queias
:_ll_o‘q Quatro vértices situam-se no
) de projeccao, o plano horizontal
0, @ SUa UNIido & directa. Assim, o

,""ﬁcﬁnﬁl € a sombra do quadra-
] :do(Hg.m).

« completar a resolugio do exercicio,
as distinguir os tracos da sombra de
cilitar a sua leitura,

esde Ja, chamamos a atencao para a uni-
ormizacdo dos tracos nas sombras, da seguinte

1.Para a distincao da sombra prépria utili-

~ 2a-se o tracejado paralelo ao eixo x, em

~ ambas as projeccdes (este sera usado em

sombras de sélidos, pois no nosso estu-

~ do nao vamos desenvolver o estudo de
sombras préprias de figuras planas).

2.A sombra projectada sera representa-
da pelo seu contorno e um tracejado
Perpendicular a direc¢ao luminosa. No
plano horizontal de projeccéo, o trace-
Jado é perpendicular 3 projeccao hori-
Zontal da direcgdo luminosa e, no plano
frontal de projeccao, o tracejado é per-
Pendicular a projeccao frontal da direc-
a0 luminosa.

Note que o referido tracejado serd sem-
Pre a trago fino.

-

MG

e

contornos visivels da sombra estarao

()

1

Fig. 40 Contorno da sombra projectada de [ABCD].

(f,)

Tendo em conta que as figuras que estao a
- Visibilidade é impedida pela figura que a5 5
- trago grosso interrompido. Os contorno
o inuo grossa (Fig. 41),
., $30 representados a trago continuo g

ser projectadas sao opacas, a parte da sombra cuja
roduz ndo é tracejada e o seu contorno representa-se a
isiveis, tanto da sombra como da figura, W-L‘ iy

g a serd representada a verde claro e a Sombra projectas
=l _.!Ih:ﬂnta livro, a sombra propria a trago vermelho continuo, e s contorr

$erdo a traco vermelho interrompido. Caso use cor pa .. e
it f‘m a cor que lhe for corwenll!ﬂ'l! Plfl 'm“‘"w i X b

Fig, 41 Distingdo dos tragos do desenho




Vamos desta vez determinar a sombra projec-
tada de um tridngulo [EFG), assente num plano de
frente, tendo em consideracao a direccdo luminosa
dada (Fig. 42).

Fig. 42§

nem a figura plana, neste caso o tridngulo, os pontos E, Fe G. A sombrareal doponto E¢ €, adog
FéF.JeadopcaneG,r '
As sombras reais dos pontos E e F, nomeadamente E,_ e F__, situam-se no SPFS, ¢ a sombra rea

G,,, situa-se no plano frontal de projecdo, o mesmo planode E, eF,

‘ Assim, ao unir IE,2 e F‘} ao ponto G, obtém-se no eixo x 0s dois pontos de guebra procuradc
serdo unidos ao G, dando origem ao contorno da sombra projectada, o tridngulo [EFG
Por fim, distingue-se a cor dos tragos e da superficie da sombra. (Fig. 43)

/7  Fig. 43 Sombra projectada do trdnguto [BEG

Tal como no exercicio anterior, em primeiro lugar determinam-se as sombras dos pontos que de

ponto G, G,: localiza-se no SPHA, pelo que a unido das sombras reais dos primeiros dois pontos con G,
nao é directa.

Como forma de se evitar muitos tragados, convém determinar-se a sombra virtual do ponto G
modo a se encontrarem o0s pontos de quebra entre E,_e G,_1. e, F, e t:3‘1 A sombra virtual do pont

I O

ad

L


















Flg‘ 5‘ SOmbra projectada, o

Vamos resolver mais um exercicio
sobre sombra projectada de circulos
contidos em planos paralelos a um dos
planos de projeccao, mas, desta vez,
como forma de consolidar a determi-
nagao dos pontos de quebra, a sombra,
devera situar-se em ambos os planos de
projeccao, ao contrario do que aconte-
ceu nos dois exercicios anteriores, em
que a sombra situava-se em apenas um
plano de projecgao.

Dado um circulo de frente e a
direccdo luminosa, determinemos
a sombra projectada do circulo nos
planos de projeccao (Fig. 55).

o, ey

Fig. 55 Projecctes do circulo e do rako ———
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Determina-se a sombra situada no SPHA, que ¢é resultante da dete;:'lli - l,: s i‘rs sombras reais dos
pontos C, D, E e F, nomeadamente C, , Dy, E,, F, , quese unirdo entre con "

Por fim, distinguem-se o contorno da sombra representado a trago grosso W0 vermelho e,
superficie da sombra pintada a verde (Fig. 66).

%) ol = Tan T

Fig. 66 Sombra projectada do circulo vertical.
Sombra projectada de figuras planas contidas em planos de perfil

!
4

A determinagao da sombra projectada
de uma figura plana consiste em determi- honl.
nar as sombras de um ndmero minimo de i i
pontos suficientes para a sua representa- - "
¢ao. Sendo assim, uma vez que o principio Q
de base para a resolugao de exercicios é o e
mesmo, iremos resolver apenas um exer- .
cicio relativo a sombra projectada de figu- , |
ras planas contidas em planos de perfil. I ‘| AT

le,)
Dada a direcgao luminosa | e o cir-

culo de centro O, representemos a sua P =y

sombra projectada nos planos de pro- ‘ |

jeccao (Fig. 67). 0, \)] y
al /_'

Fig. 67 Projecces do circulo e de § h, = frm h.':, == e







DADE

N Determinam-se as sombras dos pontos A, B, C.D,E.F, G He G nomeadamente A,_ 8, €, D_E_
r -‘ii'“ﬁQWWWI&CmelMMMnﬁ
F&-iu‘:mquwnqsmx,themwA.,twwﬂmwvum-t
::' SPFS e a curva com os mesmos extremos, X, & Z, e passa por F, ¢ outro segmento de slipse, mas sup
uado no SPH
~ Finalmente, pinta-
a verde a superficie
da sombra para facilitar a
situra do desenho e por

5 aqui termina o estudo de

Uk sombra propria e sombra

. projectada nos planos de

- projecgio de figuras pla-
nas (Fig. 70).

————

Flg 70

Sombra prépria e sombra projectada de sélidos

Apesar de nao ter sido aprofundado o estudo da sombra propria de figuras planas. ficou 2 Oeia 38
que, perante uma fonte luminosa, uma das faces fica )
lluminada e a outra em sombra.

Os sélidos geométricos, expostos a uma fonte

luminosa, apresentam igualmente uma parte llumi-
nada e outra em sombra.

A linha que separa a parte iluminada da parte
em sombra chama-se linha separatriz luz/sombra.
| A figura 71 representa uma piramide qua-
1 drangular exposta a luz, estando uma parte das
. suas faces iluminada e outra em sombra, As faces

[AVD] e [AVB] estdo iluminadas e as restantes duas,
incluindo a base, estao em sombra. Portanto, a linha
separatriz luz/sombra é [DVBA).

Fig. 71 Linha separatriy

W somiba dyuere

s L

148
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Mquemnm a linha separatriz luz/sombra.

-~

Os os de tangéncia das rectas t e t' com a base do solido definem as geratrizes ou arestas
- procedimentos acima expostos dizem respeito tanto a situagao do foco luminoso como a situa-
mm luminosa, enquanto nos cilindros e prismas 0s procedimentos sao diferentes, pelo que
-6 ‘apenas a abordagem da direcgdo luminosa, como ja tinha sido dito no inicio desta unidade
‘tematica (nao iremos aprofundar o estudo da fonte luminosa situada a uma distancia finita).

~ Assim, nos prismas e cilindros, os planos tangentes luz/sombra sao paralelos entre si (quando se
trata da direcgao luminosa), uma vez que as geratrizes dos cilindros sdo paralelas entre si, bem como as
arestas laterais dos prismas também sdo paralelas entre si, como também os raios luminosos sao para-
lelos a uma direccao luminosa, contrariamente aos cones e piramides em que os planos tangentes luz/
sombra concorrem na recta que contém o vértice do sélido.

Portanto, cada um dos planos tangentes |luz/sombra pode ser definido por duas rectas, nomeada-
mente a geratriz (cilindro) ou aresta lateral (prisma) do sélido, e um raio luminoso.

Assim, para a determinagao da sombra prépria e da sombra projectada em prismas ou cilindros, ha

que seguir os seguintes passos:

1. Conduzir duas rectas por um ponto P exterior ao sélido (uma recta paralela as geratrizes/arestas
laterais do sélido e outra paralela a direcgao luminosa).

2. Determinar a recta i de interseccao do plano definido pelas duas rectas com o plano da base de
referéncia do soélido.

3. Tracar tangentes a base de referéncia do sélido que sejam paralelas a recta i.

4.0s pontos pelos quais as rectas sao tangentes a base de referéncia do sélido definem as geratri-
zes/arestas laterais do sélido que integram a linha separatriz luz/sombra.

L
3 ¥

Passemos a resolucao de exercicios para compreendermos melhor o que se expds anteriormente,
sobre as sombras, propria e projectada de solidos.

Sombra préopria e sombra projectada de sélidos
com bases de nivel e de frente

Piramides

Determinemos as sombras prépria e projecta-
da nos planos de projeccdo de uma pirdmide trian-
gular regular de base contida no plano horizontal
de projecgio, tendo em conta a direcgao luminosa |
dada (Fig. 73).
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UNIDADE 3

Em quarto lugar, analisa-se a situacao de modo
mmﬂnqmnmiaamummeamwmmmm
piramide, cujo contorno é precisamente a sombra projectada da separatriz luz/sombra.

As rectas te ¥’ sao tangentes 2 base da piramide, nos pontos A e B, pelo que as arestas laterais u
contém esses dois pontos, nomeadamente [AV] e [BV], sdo duas das arestas da linha separatriz luz som,
bra, pois ¢ a0 longo das quais os planos tangentes (luz/sombra) s3o tangentes 3 piramide.

Tendo em conta a direcgio luminosa, e perante as arestas laterais separatrizes luz/sombra, a face
[AVB] ests em sombra e as faces [AVC] e [CVB] estdo iluminadas. Pelo facto de a base estar no plang
horizontal de projeccéo, ela ests em sombra, pelo que a linha separatriz luz/sombra é [AVBC]. Portanto ;
face sombreada e a base da piramide constituem a sua sombra propria.

Deste modo, segue-se a determinagao da sombra projectada do sélido, através da determinacio
sombra projectada da linha quebrada [AVBC], a linha separatriz luz/sombra da piramide.

As sombras dos pontos da base A, , B, e C, sdo coincidentes com os proprios pontos A, B e C pos
situam-se no plano horizontal de projecgio. A sombra do vértice V,_ situa-se no plano frontal de projeccio

Uma vez que trés pontos da sombra situam-se no plano horizontal de projeccao e um, a sombra do
veértice \»’,2 situa-se no plano frontal de projeccdo, é necessario encontrar 05 pontos de quebra. Para ¢
efeito, e como forma de se evitar muitos tragados, recorreu-se & sombra virtual do ponto V, V, . Em segu
da, unem-se os pontos si\,1 eB, aV, parase obter 0s pontos de quebra, 0s quais se unirdo a v‘j

Para finalizar o exercicio coloriu-se a verde claro a sombra prépria, verde escuro a sombra projectacs
e todos os contornos a vermelho (Fig. 77). Caso ndo use a cor, a sombra propria fica com um traceadc
paralelo ao eixo x (no plano frontal de projecgao a sombra propria € invisivel, pelo que nao é tracejacs
a sombra projectada sobre o plano horizontal de projeccao, tracejada perpendicularmente & projeciac
horizontal da direc¢ao luminosa, e a sombra projectada sobre o plano frontal de projeccao, tracejado per
pendicular a projecgao frontal da direccdo luminosa (Fig. 77).
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- Com efeito, as rectas te t' s3o tangentes a base pelos pontos C e E, ou seja, esses dois pontos sio os
extremos de duas arestas laterais, [CV] e [EV), que integram a linha separatriz luz/sombra.

Assim, as faces [CVB). [BVA] e [AVE] estao em sombra, constituindo a sombra prépria da piramide.
As faces [EVD), [DVC) e a base da piramide encontram-se iluminadas. Portanto, a linha separatriz luz/som-
bra & [EABCV] e devera ser projectada sobre os planos de projecgo para se obter a sombra projectada da
piramide, pois ela constitui a linha que define o contorno dessa sombra.

Por fim, distinguem-se os tragos da sombra. O contorno invisivel fica representado a trago grosso
interrompido, e o contoro visivel fica a trago grosso continuo.

Trés faces da pirdmide possuem sombra prépria; no entanto, apenas uma, [BVC], é visivel em pro-
jeccao frontal, e as restantes sao invisiveis em ambas as projeccoes. Portanto, a face [BVC], em projeccao
frontal, apresenta-se a verde claro (tracejado com linhas paralelas ao eixo x).

A sombra projectada sobre o plano horizontal de projeccio representa-se a verde escuro (um traceja-
do perpendicular 3 projeccao horizontal dos raios luminosos), e a sombra projectada sobre o plano frontal

de projecao apresenta-se também a verde escuro (um tracejado perpendicular & projeccao frontal da
direcgao luminosa) (Fig. 80).
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Fig. 80 Sombras propria € projectada da piramide

Resolvamos o Ultimo exercicio relativo a determinacdo da sombra propria e sombra projectada o€

com bases de nivel (horizontais) e de frente (frontais). A piramide é hexagonal regular e @
sua base é frontal. A direcgdo luminosa é a convencional.
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A semelhanca do que se fez nas piramides,
comega-se por determinar a linha separatriz
|luz/sombra, com o recurso aos planos tangen-
tes luz/sombra.

Para o efeito, em primeiro lugar, conduz-se
pelo ponto V, vértice do cone, um raio luminoso I
paralelo a direcgdo luminosa dada.

Determina-se o ponto |, de intersecgao do
raio luminoso I com o plano horizontal de pro-
jecgdo, plano da base do cone (Fig. 84).







" i e !
'QDr. “
i

:
IJ

B =
— Sombrs

'Pria do cone, em rojece
- EM projeccao fronta ProJeccao horizontal, & invisivel na base
gura (Fig. 86), |2 sombra Prépria do cone : apen' a”s vlme mm“,' ?ﬁmun

tsn

13 propria e pro-
ne de revolugao.

do exercicio, um pouco mais
stird em determinar as
B cone de revolugao, com

‘ente, tendo em conta a direc-
2 ional (Fig. 87).

I

Fig. 87 Pojeccoes d° Oy

cone e de |
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Tal como no exercicio que acabamos de resolver, a primeira etapa consiste em determinar-se a linha
separatriz luz/sombra, recorrendo-se aos planos ta ngentes luz/sombra,

Em primeiro lugar, conduz-se por V, vértice do cone, um raio luminoso I e segue-se a determinacio
do ponto |, de interseccio da recta I’ com o plano ¢ da base do sélido.

“Pelo ponto |, conduzem-se duas rectas t e t', tangentes a base do cone pelos pontos A e B, que
fazem parte da linha separatriz luz/sombra.

Com base na direcgdo luminosa e na sombra propria do sélido, pode-se verificar que a linha sepa-
ratriz luz/sombra é constituida pelas geratrizes [AV] e [BV], e 0 arco maior AB da base, pois a base estj
iluminada e a superficie lateral, compreendida entre as geratrizes separatriz luz/sombra e o arco maior AB
da base, constituem a sombra prépria do cone.

Tendo em conta que a base do
cone ndo esta contida em nenhum dos
planos de projeccio, ha necessidade
de averiguar a existéncia de pontos de
quebra na sombra que o arco maior
AB produz, pois ele faz parte da linha
separatriz luz/sombra.

O método do plano passante luz/
sombra € o recurso para se encontrar
0s pontos de quebra duma sombra
projectada.

Assim, traga-se o raio luminoso I,
passante, paralelo a direccao luminosa
dada no exercicio, direccdo luminosa
convencional.

A recta I' intersecta o plano g,
da base do sélido, dando origem ao
ponta I', Por esse ponto, I, traga-se a
recta i, de interseccdo do plano g, da
base do cone, com o plano passante
luz/sombra, A recta i é fronto-horizon-
tal, pois resulta da interseccdo dum
plano passante com um plano parale-
lo a um dos planos de projecgao, neste
caso ao plano frontal de projecgdo
(Fig. 88),

Fig. 88 Determinacho da separatriz luz/sormbra
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A parte da sombra do arco que se situa no SPHA, o arco KB, & um segmento de-usma:elipse, pelo que,
com o auxilio da metade do quadrado envolvente que se projecta em forma de metade dum paralelogra-
mo envolvente, efectua-se o tracado do arco KB, .

Por fim, distinguem-se os tracos e as cores do desenho (Fig. 90).
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Através da determinacio das sombras virtuais dos pontos B e D, nomeadamente B,, e Dy, foi pos.
sivel encontrar os pontos de quebra e determinar a linha quebrada que contorna a sombra projectada
do prisma (Fig. 95).
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Fig. 95 Determinacao da sombra do contorno da sombra projectada,

Por dltimo, utiliza-se devidamente os tracos e as cores (Fig. 96).
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Fig. 97 Projecides do cincgc e do e |

5 ﬁm.-" o se acabou m dizer, comega-se por se determinar 2 inha separatr hz/sombra, tendo como
recur "“WMMwmanmmmmmm

- -
-

.‘l_-_ﬂ‘:'_ __'. kg - 3¢ l]

'

-

Fig. 98 Determaacho da meci2 | Qe Miersec(do 00 Pano sy (O™ ©
plare &3 Dase



















D;,, Vs, By, € g, situam-se no SPHA, enquanto F,, e A se situam no SPFS, pelo que ha dois pontos
de quebra, nomeadamente entre B, e A,, e entre V,, e F,, o que fez com que se recorresse a determina-
gdo de sombras virtuais de B e F, respectivamente.

Por ultimo, aplicam-se as cores como ilustra a figura (Fig. 106).

Ll

Fig. 106 Sombras propria e projectada da piramide de base de perfil.

Cones s
Passemos a determinagao das sombras propria e projectada de um cone de Wuﬁ" : J@ﬁi‘ na
base de perfil, sendo dada a direcgéo luminosa convencional. T L
Evidentemente que a primeira etapa para a resolugdo deste exercicio, tal como em t = ‘1 by
exercicios ligados as sombras de solidos, consiste em determinar a linha separatriz luz Eg -fu-!.'"* viay
recurso aos planos tangentes luz/sombra. LT ) .
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Prismas

Determinemos agora a sombra pro-
pria e a sombra projectada, nos planos
de projeccio de um prisma pentagonal
regular, de base de perfil. A direccdo !
luminosa é a convencional (Fig. 112). 3
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Fig. 112 Projecgdes do prisma ¢ do raio |

A primeira etapa consiste em determinar a linha separatriz luz/sombra ¢
rer-se aos planos tangentes luz/sombra.

Comecga-se por marcar um ponto P qualquer, e por el’ conduzir
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As arestas [CC] e [EE'] fazem parte da linha separatriz luz/sombra; sdo as arestas laterais ao longo
das quais os planos tangentes luz/sombra sao tangentes (rasantes) ao prisma.

As faces [CDD'C’] e [DEE'D’], incluindo a base de referéncia do prisma [ABCDE], estio em sombra,
enquanto as faces [EAA’E’], [ABB’A’] e [BCC'B'], incluindo a base de menor abcissa, encontram-se
nadas, pelo que a linha separatriz luz/sombra é [CC'D'E'EAB..

Determina-se a sombra projectada da linha separatriz luz/sombra para se obter a sombra projectada
do prisma nos planos ortogonais de projecgao.

A sombra ocupa os SPFS e SPHA, pelo que existem pontos de quebra, nomeadamente entre A e
B,, eentre C’l1 e l)'sz (Fig. 114).

ilumi-

e By

Fig. 114 Sombras propria e projectada do prisma de base de perfil







Por um ponto P qualquer conduzir duas rectas concorrentes, sendo uma s iecta o, pacalels & gers-
 trizes do cilindro, e outra, a recta |, paralela 3 direcgdo luminoss dada, direcido lumingss convencions!
~ 20passo

 Determinar a recta i de intersecgado do plano definido pelas rectas a ¢ | concormentes no ponto P,
com o plano da base de referéncia do cilindro. Neste exercicio fol escolhido o plano «, plano da base com

malor abcissa, como sendo o plano da base de referéncia
 Na interseccdo da recta | com o plano 1, obteve-se o ponto | € Na INternecclo da recls & com o

mesmo plano n, obteve-se o ponto I°. A unido dos pontos 1 e I é que determinou a recta | (Fyg 118)
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tangéncia. Deste modo foi efectuadec
construida a base do cilindro.

Assim, no plano rebatido vis
gente a mesma baseemB,. f.‘t.

4.° passo

Como se disse no passo anterior, as
B. Sendo assim, as geratrizes que conté
separatriz luz/sombra, ou seja, sdo as geratrize
tangentes ao cilindro. ) a

Os segmentos de recta [AA'] e [I‘B‘l},-.
parte da superficie lateral do cilindro que e
conta a direcgdo luminosa e a posicao do cilin
superficie lateral compreendida entre os se
em ambas as projecqoes) A base de menor
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- No exercicio anterior, o da determinagdo das sombras do prisma, apés os quatros passos atras
‘expostos, passou-se imediatamente a determinagdo da sombra projectada.

Neste exercicio, por se tratar de cilindro, a determinagio da sombra projectada é antecedida pela

averiguacao da existéncia de pontos de quebra nas sombras dos dois arcos que integram a linha sepa-

ratriz luz/sombra. Para o efeito, é necessario recorrer-se ao método do plano luz/sombra passante,
consiste, como ja deve saber, no seguinte:

que

* Representar o plano luz/sombra passante, definido pela recta I, passante, e o eixo x.

« Determinar a recta i', de interseccao do plano luz/sombra passante com o plano n, da base de
referéncia do cilindro. Na intersecgao de I’ com o plano m, obtém-se o ponto I e, na interseccdo do
eixo x com o plano , obtém-se o ponto I'”, cuja unido origina a recta i'.

« Para analisar a situagdo da recta em relacao a base de referéncia efectuou-se o rebatimento darectai
sobre 0 mesmo plano e lado que a base de referéncia onde se constata que, efectivamente, a recta I’
intersecta o arco da base de maior abcissa que integra a separatriz luz/sombra no ponto C.

* O mesmo foi efectuado em relagio a base de menor abcissa, onde se pode verificar que a recta i”
a intersecta no ponto D', ponto de quebra do arco da base de menor abcissa que integra a linha
separatriz luz/sombra. O ponto D’ resulta da interseccao da recta i” com a circunféréncia que con-
torna a base de menor abcissa. Essa recta i” é resultado da interseccao do plano luz/sombra pas-
sante, definido pela recta I e pelo eixo x com o plano 1, da base de menor abcissa (Fig. 118).
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Fig. 118 Determinagdo dos pontos de quebra
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Por fim, representa-se devidamente o contorno da sombra projectada e as cores das sombras pré-
pria e projectada do cilindro (Fig. 120).
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Introducto

A disciplina de Desenho @ Geomelrla Descritiva, Ink ladda na 11.* Classe, desenvolveu o seu estudo

exclusivamente sabire a dupla projecgan « irtogonal até a ultima unidade tematica, sombras.

Nesta unidade tematica farse-4 a abordagem dum outro Hpo de representacdo bidimensional, de

formas Bl e tridimensionals, gue eRist®m No espago (Flg, 1), perspectivas axi nometricas, que, no seu con-

junta, constitusm a representacac axon Imetrnca

NAo @ trata de conteudos novos, pols na 92 Classe |a se falou sobre axonometrias e foram repre-

yortadas flguras planas @ solldos geomaetricos na unldade temaética, formas em axonometria, pelo que

nesta unidade serdo aprofundados esses conhecimentos com a representagado em axonometria de for

mas mals complexas
armas em axonometria esta integrada no sistema de projecgao

Recorde que a representagao e 1
ima Imagem que se aproxima ao objecto real,

paralela ou cllindrica, Esta tem o mernto de apresentar |

comparativamente a dupla projeccao ortogonal. As perpectivas permitem a compreensao da imagem por

s necessitar de trelno especilico para tal

qualguer pessoa
s perspectivas tém duas grandes vantagens, nor neada-

Camparativamente a representacac ciedrica,

mente

Os objectos sao repraseniat {O8 POr UuMma unica projeccan, O gue Pressupoe a existéncia de um unico
plano de prajecdan

A apresentacio simultdnea das trés dimensoes do objecto @ as I|°|.|-.|Ht-'. entre elas, em f1|r1rréi() do

poanto e vista
A representacio axon smétrica & apli ada em varias dreas profissionals, v-.pmiinlmfﬁnle nas {.-n-rp'nh.i

rias mecAnica, construgho civil, arquitectura (Fig, 2) e designer industrial

As axonometrlas s4o faclimente exed utacdas com recurso d régua e esquadros.

|”i|.k|...1.._. i i Lailai i




A representacao de um objecto em axonometria respeita passos, normas especificas
grdficas adequadas a este tipo de representacéo, A execucdo dum desenho, em axonome
bom dominio do tracado de paralelas e perpendiculares, usando régua e esquadro, @ marcacio

Fig. 2 Espaco representado com o recurso § perspect

Diferenca entre representacéo em axonometria S

e perspectiva rigorosa

Na 10.* Classe, na unidade tematica Formas em perspectiva rigorosa, teve a oportunid
€ representar formas em perspectiva rigorosa e, certamente, apercebeu-se de que ela prope
forma directa e imediata e sem qualquer tipo de aprendizagem prévia, uma visao clara e l‘_ va
objecto. B

A perspectiva rigorosa (Fig. 3), tal como as axonometrias, caracteriza-se por, como se di
imagens préximas do objecto real, cuja leitura ndo exige uma aprendizagem prévia ,

A diferenca entre elas é que a perspectiva rigorosa da-nos uma imagem mtﬂtoM
€omo a vista capta o objecto, uma imagem quase fotogréfica do modelo, enquanto a axonor

duz convengoes que se destinam a simplificar a representacao, o que origina immm
Proximas da realidade observada, dao-nos a ideia geral da forma do objecto, onde é poss

acao das dimensoes do objecto.
|
b

| F
-

Fig. 3 imagem fotogrdfica, semelhante a que uma perspectiva rigorosa produz.
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Dﬂ&renga entre representa¢Go em axonometria e
projec¢oes ortogonais

A representacao das projecgdes ortogonais é uma representacao bastante rigorosa e a sua infor-
magao pode ser complementada com a indicacdo das dimensoes do objecto. O seu defeito & mostrar
pedagos que exigem um exercicio de construcao mental das partes para perceber a forma global do
objecto representado, (Fig. 4) o que exige tempo e, muitas vezes, requer um treino especifico.

Pelo contrério, a perspectiva axonométrica consegue, com maior simplicidade e rapidez de execu-
ao, dar uma ilusao da forma do objecto, através de uma imagem que se aproxima da imagem captada
pela nossa visao. O seu resultado sao imagens que podem ser descodificadas por qualquer pessoa sem
necessitar de um treino especifico.

A representacao dum objecto em projecgdes ortogonais € geralmente utilizada pelos projectistas
para apresentarem graficamente os seus projectos as autoridades para apreciacio.

Fig. 4 Projecohes onogonais duma peco grométnica

Modalidades de perspectiva axonométrica

O desenho de formas, em axonometria, é composto por varias modalidades a saber: perspectiva
cavaleira, perspectiva isométrica, perspectiva dimétrica e perspectiva trimétrica. Estas perspectivas
diferenciam-se umas das outras quanto ao angulo marcado para a definicio dos vérios eixos e quanto 3
manutengao ou redugao das medidas.




Actividades que antecedem a represer
duma pec¢a em axonometria g

A observagao atenta, a recolha de informacdo, o Ievantarnlm
através de desenhos feitos a mao livre devem anteceder a represe
0s desenhos a mao livre devem ser realizados explorando vérié.s
apresentar pormenores supérfluos capazes de dificultar a leitura do d

A realizagdo destas actividades exploratérias é fundamental pm

melhorar a percepcdo da peca que vai ser representada em mnm
obter uma axonometria bem executada.

Desenho de uma peca em perspedim

A representacao de pegas geométricas, em perspectiva cavaleira, & a c
(Fig. 5) e 0 seu dominio permite representar com rapidez vérimol:_ljm i *m_ "
- d 4 L "'L :




Passos para a representagao de uma perspectiva cavaleira

A representacao dum objecto, em perspectiva cavaleira, deve ser realizada seguindo os passos abaixo:
1. Observar atentamente o objecto antes de comegar a desenhar e procurar compreender as linhas

que o definem.

2. Fazer desenhos & mao livre do objecto, escolhendo vérias posigdes, a fim de se identificar a posi-

Il L R . o T S S

cao que melhor esclarece a forma do objecto.

Os conhecimentos que possui sobre o desenho a vista devem permitir fazer uma representacao a
mao livre, convencional e simplificada, com clareza e sem pormenores supérfluos que dificultem a leitura

do desenho.

3. Representar os trés eixos que definem
a perspectiva da axonometria cavalei-
ra, sendo um vertical, um horizontal
e outro fazendo 45° com a linha hori-

zontal.

450

Fig. 7 Eixos da perspectiva cavaleira

4. Enquadrar as varias faces do objecto
nos trés eixos definidos anteriormen-
te (Fig. 7), desenhar o objecto atra-
vés de linhas paralelas tracadas com
a ajuda da régua e esquadro (Fig. 8),
mantendo nesta fase todas as linhas
a traco fino, tendo em conta que as
dimensoes das linhas que estao no
eixo obliquo sofrem uma reducgao
para a metade, ou seja, essas dimen-
soes devem ser divididas por dois.

Flg. 8 Construcao duma perspectiva cavaleira

5. Apagar as linhas desnecessarias e uti-
lizar as convengdes graficas usuals
adoptadas para definir o tipo de
linha, a sua espessura e a qualidade

expressiva (Fig. 9).

Todas as linhas devem ser legiveis, as
linhas gue definem o contorno visivel do
objecto devem estar a trago grosso continuo,
e as linhas auxiliares devem estar a traco fino

continuo.

Fig. 9 Peca representada em axonormetria cavalelra.
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Representag@o da circunferéncia numa

Os contornos circulares, quando desenhados em axonometria isom
s6s, mas por comodidade e simplificagio as elipses podem dar lugar a ov
sentam um resultado grafico prvimo daquele que as elipsesnosddo.

A construgio de ovals requer o enquadramento da circunferéncia num qu:
isométrica, seguida da construcao da oval a partir deste quadrado (Fig. 14). 8

Fig. 14 Enquadramento e desenho de uma circunferéncia em & ' '

Representac¢éo da peca numa

A representacao, em perspectiva dimétrica, possibilita ter uma visao intuitiv
grau de proximidade do real, e permite perceber através de uma w
15), 4o sendo necessario que quem observa o desenho tenha passado p
tece com certos codigos de representagao grafica rigorosa.
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Execugao da cotagem

A capacidade de executar correctamente uma cotagem desenvolve-se pela pratica, por Isso é
importante praticar os principios teéricos da cotagem que foram atras enunciados.
1. Realizar o desenho da peca em perspectiva axonométrica (Fig. 23).
2. Marcar de seguida todas as linhas de cota suficientes e as linhas de chamada necessarias para a
indicagao de todas as medidas do objecto (Fig. 24).
3. Depois da marcagao de linhas suficientes para as medidas, indicar as varias dimensoes do objecto
(Fig. 25).

Fig. 23 Forma axanométrica a ser cotada

Fig. 24 Inscricao de linhas de cota e linhas de cota
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Fig. 25 Forma desenhada em axonomelrla e cotads,




- Exercicios propostos

1. Represente a pega em axonometria isométrica.
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Exercicios propostos

6. Represente a peca em axonometria isométrica,
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Unidade 1 - Seccbes em solidos

Exercicios propostos pp. 67 a 69
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HINO NACIONAL
Patria Amada

Na memoria de Africa e do Mundo :
Patria bela dos que ousaram lutar !
Mogambique o teu nome é liberdade
O sol de Junho para sempre brilhara. B

Coro
Mogcambique nossa terra gloriosa
Pedra a pedra construindo o novo dia
Milhées de bragos, uma so forca

O patria amada vamos vencer.
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Povo unido do Rovuma ao Maputo
Colhe os frutos do combate pela Paz

: Cresce o sonho ondulado na Bandeira
3 N :" E vai lavrando na certeza do amanha.

. AN Flores brotando do chao do teu suor
- Pelos montes, pelos rios, pelo mar
Nés juramos por ti, 6 Mogambique
Nenhum tirano nos ira escravizar.
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