REPUBLICA DE MOGAMBIQUE
MINISTERIO DA EDUCAGAO E DESENVOLVIMENTO HUMANO
DIRECGAO NACIONAL DE ENSINO SECUNDARIO

MATEMATICA
jaclasse

O meu caderno de actividades

X I o
STOP SIDA

STOP COVID -19



Titulo:

Direccdo:
Coordenacéo Geral:
Elaborador:

Concepcao gréafica da capa:

Layout:
Impresséo e acabamentos:
Revisao Cientifica:

Revisao Linguistica:

FICHA TECNICA

O meu caderno de actividades de Matemética: 112 Classe
Gina Guibunda & Jodo Jeque

Manuel Biriate

Anselmo Chuguela Jodo Sapatinha & Claudio Monjane
Hélder Bayat, Bui Nguyet e Manuel Biriate

Hélder Bayat

MINEDH

Carlos Muchanga

Rui Manjate

Pagina 2 de 76



PREFACIO

No ambito da prevengao e mitigagdo do impacto da COVID-19, particularmente no
processo de ensino-aprendizagem, o Ministério da Educagdo e Desenvolvimento
Humano concebeu um conjunto de medidas que incluem o ajuste do plano de estudos,
os programas de ensino, bem como a elaboragdo de orientagbes pedagogicas a serem

seguidas para a melhoria da qualidade de ensino e aprendizagem.

Neste contexto, foi elaborado o presente Caderno de Actividades, tendo em
consideracdo os diferentes conteldos programéticos nas diferentes disciplinas
leccionadas no Ensino Secundario. Nele é proposto um conjunto alargado de actividades
variadas, destinadas a complementar as acgbes desenvolvidas na aula e tambem
disponibilizar materiais opcionais ao desenvolvimento de competéncias pré-definidas

nos programas.

A concepcéo deste Caderno de Actividades obedeceu a sequéncia e objectivos dos
programas de ensino que privilegiam o lado pratico com vista a resolugdo dos problemas
do dia-a-dia e esta estruturado em trés (3) partes, a saber: |. Sintese dos conteudos
teméaticos de cada unidade didactica; IlI. Exercicios; lll. Topicos de correcgao/resolucao

dos exercicios propostos.

Acreditamos que o presente Caderno de Actividades constitui um instrumento Gtil para o
auto-estudo e aprimoramento dos contetudos da disciplina ao longo do ano lectivo. O
mesmo iré permitir desenvolver a formagéo cultural, o espirito critico, a criatividade, a

anélise e sintese e, sobretudo, o desenvolvimento de habilidades para a vida.

As actividades propostas no Caderno s6 sero significativas se o caro estudante resolvé-

las adequadamente, com a mediagdo imprescindivel do professor.

“Por uma Educacao Inclusiva, Patridtica e de Qualidade!”

@ Lﬁ?j‘g!TA A ASHU@Y\ |

MINISTRA DA EDUCACAG E
DESENVOLVIMENTO HUMANO
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Caro aluno!

O Ministério da Educacdo e Desenvolvimento Humano (MINEDH) ciente da necessidade de
complementar o material didactico disponivel, concebeu o presente caderno de exercicios da
Disciplina de Matematica para garantir a continuidade da sua aprendizagem, tanto em ambiente
escolar como em ambiente ndo escolar. Ao longo do caderno, ird encontrar os conteldos de
aprendizagem das unidades tematicas desta classe organizados da seguinte forma: Resumo dos
conteudos da unidade temética, exercicios resolvidos, exercicios propostos e no fim do caderno
encontrara as solugdes. Para melhor exercitagdo podera para além dos exercicios constantes deste

caderno, usar outras fontes tais como manuais, livros, Internet, etc.
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Unidade | Teoria de conjuntos

Nota histérica

A teoria de conjuntos é uma parte da Matematica que desempenha um papel importante
no nosso quotidiano, ela é aplicada em muitos campos da ciéncia, tais como: engenharia,
economia, estatistica, etc. O estudo moderno da teoria de conjuntos foi iniciado por Georg
Cantor e Richard Dedekind em 1870.

1.1. Conjunto
Definicao
Chama-se conjunto a uma coleccdo ou agrupamento de objectos, coisas, seres, classe, familia,
animais, pessoas, etc., que apresentam uma determinada caracteristica.
Em geral, os objectos de um conjunto apresentam as mesmas caracteristicas.
Exemplo:
¢ Conjunto dos numeros inteiros negativos;
e Conjunto das vogais do alfabeto portugués;

e Conjunto dos alunos de uma turma.

Elemento
e E cada objecto, ser ou pessoa que constitui um conjunto.
Exemplo:
e -3 é 0 elemento do conjunto dos nimeros inteiro negativos;
e aé o elemento do conjunto das vogais;
e 3/5é 0elemento do conjunto dos numeros irracionais;
e 3 é o elemento do conjunto solugdo da equagdo x? — 6x + 9 = 0.
N.B.
Um dado conjunto esta bem definido quando podemos estabelecer certamente se um elemento
faz parte ou ndo do conjunto dado, isto €, os seus elementos apresentam todas as

caracteristicas do conjunto.

1.2. Relacao de Pertenca
Um elemento pode fazer parte ou ndo de um determinado conjunto. Para indicar que um
elemento faz parte de um dado conjunto, utilizamos o simbolo € que se Ié pertence, e, quando

ndo faz parte, utilizamos o simbolo ¢ que se Ié ndo pertence.

X e A, |lé-se x pertence a A
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X ¢ B, |é-se x ndo pertence a B

N.B. Os simbolos e ¢ sdo usados apenas para relacionar um elemento com um conjunto.

I I .

5€lIN O elemento 5 pertence ao conjunto dos nimeros naturais.

2,33 IN O elemento 2,33 ndo pertence ao conjunto dos nimeros naturais.

1.3. Formas de Definir um Conjunto
Por extenséao
Quando se coloca todos os elementos do conjunto dentro de chavetas, separando-os por
virgulas.
Exemplo:

a) Conjunto dos numeros naturais positivos menores que dez.

A={,2,34,56,7,89}
b) Conjunto dos nimeros impares menores que 99
B={35,...,97}
c) Conjunto dos nameros inteiros ndo negativos.

Cc={012345,.}

Por Compreenséo

Quando o conjunto esta definido por meio de uma propriedade que caracteriza 0s seus
elementos.

Exemplo:

a) Conjunto dos numeros naturais positivos menores que dez.

A={xeIN:x <10}

b) Conjunto das vogais

B ={x:xévogal}

1.4. Formas de Representacdo de um Conjunto

Em geral, os conjuntos podem ser representados por meio de chavetas, diagrama de Venn ou

nas formas de intervalos e geométrica (recta graduada).
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Representacdo por Chavetas

Exemplo:

A={,2,345,6,789}

Representacdo por diagrama de Venn

Os elementos que pertencem ao conjunto sao pontos internos ao recinto, delimitado por uma
linha curva continuo, enquanto os elementos que ndo pertencem ao conjunto sdo pontos
externos ao recinto.

Exemplo:
Conjunto dos numeros pares positivos menores que 10.

Representacdo sob forma de intervalos
Exemplo:

Conjunto dos numeros reais positivos.

‘.

1.5. Tipos de Conjuntos

10; +oof

Conjunto Vazio

Chama-se conjunto vazio, e representa-se por ¢ Ou { } a qualgquer conjunto que nao possui
nenhum elemento.
Exemplo: V ={x € IN : x <0}

Conjunto Singular
Chama-se conjunto singular ou unitério ao conjunto constituido por um e s6 um elemento.

Exemplos:
D={-2}.

B={xe IN :x? —25=0]
N.B.
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O simbolo { } ou & representa o conjunto vazio. O conjunto {J} € um conjunto singular e ndo
vazio.

Exemplo: Um saco vazio dentro doutro saco vazio.

1.5.1. Conjunto Universal ou Universo

Chama-se conjunto Universo ou universal, e representa-se por U, ao conjunto constituido por
todos os elementos com 0s quais estamos a trabalhar.

Exemplo:

Para os conjuntos A={x € IR :x > 2} e B={x € IR :x < 2}, 0 conjunto universal & IR.

Se tratamos de elementos que sdo nameros inteiros negativos ou positivos, o conjunto universal
€ 0 conjunto dos numeros inteiros relativos Z.
Se tratarmos dos alunos da 823, 92, 102, 112 e 122 classes, 0 conjunto universal sdo alunos do

ensino secundario.

1.5.2. Cardinal de um Conjunto

Chama-se cardinal de um conjunto, e representa-se por #, ao numero de elementos desse
conjunto.

Exemplo:

A={,23456,789}, #A=9

B={x:xévogal}, #B=5

D={}, #D=0

1.5.3. Conjunto Finito
Chama-se conjunto finito aquele conjunto cujos elementos é possivel enumera-los todos
(determinar o seu cardinal).

Exemplo:

F={xeIN:2<x<10}

1.5.4. Conjunto Infinito
Chama-se conjunto infinito ao conjunto cujo numero total de elementos ndo € possivel
determinar.

Exemplo:
A={x e IR:x>2}
Todos os conjuntos IN, Z, Q e IR.

Qualquer conjunto representado na forma de intervalo em R, como: X € [0;2].
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1.6. Relacdo de Incluséo

A relacdo de inclusdo indica se um determinado conjunto estd contido ou ndo em um outro
conjunto.

Se todos os elementos de um conjunto pertencem a outro, entdo o primeiro conjunto esta
contido no segundo. Basta um Unico elemento do primeiro conjunto ndo pertencer ao segundo

para que o primeiro conjunto néo esteja contido no segundo.

Simbologia Tradugéo
AcB O conjunto A esta contido no conjunto B
Az B O conjunto A ndo esta contido no conjunto B
Ao B O conjunto A contém o conjunto B

No diagrama de Venn

Nota: Os simbolos —;>e & sdo usados apenas para relacionar conjuntos entre eles.

1.7. lgualdade de Conjuntos

Dois ou mais conjuntos sdo iguais quando apresentam os mesmos elementos, em qualquer
ordem, sendo gque elementos iguais, em um mesmo conjunto, serdo considerados uma Unica
vez. Dai, podemos afirmar que é verdadeira a igualdade dada por:

A={a; b; c} ={c; b; a}

Simbolicamente a igualdade entre conjuntos fica definida como: A =B <A cB e BCA

1.8. OperacBes sobre 0s conjuntos

1.8.1. Reunido ou unido
A unido de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos que pertencem a A ou a B.
Indicaremos a unido pelo simbolo u.
Simbolicamente: AUB = {x:x € Aoux € B}

No Diagrama de Venn

A B
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1.8.2. Interseccdo de conjuntos:
A interseccdo de dois conjuntos A e B é o conjunto formado pelos elementos comuns a A e B.
Indicaremos a intersecc¢ao pelo simbolo n.

Simbolicamente: A NB= {x:x€EA ex €B}

No diagrama de Venn
A B

1.8.3. Diferenca de conjuntos:

A diferenca entre dois conjuntos A e B € o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A
e ndo pertencem a B. Matematicamente: A — B

Simbolicamente: A—B = {x:x€Adex ¢ B}

AR

1.8.4. Conjunto complementar
Dados os conjuntos A e U, se o0 conjunto A esta contido no conjunto U, a diferenca U — A é
chamada complementar de A em relagdo a U. O conjunto U é o conjunto universo.
Simbolicamente: A= {x:x € Uex¢g A}

No Diagrama de Venn

1.8.5. Diferenca Simétrica
A diferencga simétrica entre os conjuntos A e B € o conjunto dos elementos que pertencem a A e
nao pertencem a B, ou os elementos que pertencem a B e ndo pertencem a A. Indicaremos a
diferenca simétrica entre A e B por AAB.

Simbolicamente:AAB = {x:x € AexgBoux € Bexg A}

—B-A
A-B
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1.8.6. Propriedades Sobre as Operacdes com Conjuntos

PROPRIEDADES DA REUNIAO DE | PROPRIEDADES DA INTERSECCAO DE

CONJUNTOS CONJUNTOS

1. Comutativa: Quaisquer que sejam os | 1l. Comutativa: Quaisquer que sejam 0s
conjuntos A e B, tem-se: conjuntos A e B, tem-se:

AuUB=BUA AnB=BnA

2. Associativa: Quaisquer que sejam os | 2. Associativa: Quaisquer que sejam 0s

conjuntos A, B e C tem-se:
Au(BuC)=(AuB)uC

conjuntos A, B e C tem-se:
ANn(BNnC)=(AnB)nC

3. Conjunto vazio: Elemento neutro na| 3. Conjunto Universal: Elemento neutro na
reunido: interseccéo:

AUJ=A UnA=A

4. Conjunto Universal: Elemento absorvente | 4. Elemento absorvente na Intersecg¢dao:
na reunido: ANG=Z

UUA=U

5. Distributividade da Reunido em relagdo | 5. Distributividade da Interseccdo em

a Interseccédo: Quaisquer que sejam 0s
conjuntos A, B e C, tem-se:
AuBNnC)=(AuB)n(AuUC)

relacdo a Reunido: Quaisquer que sejam
0s conjuntos A, B e C, tem-se:
ANn(BuC)=(AnB)U(ANC)

1.9. Exercicios propostos

1. No diagrama seguinte A, B e C sao trés conjuntos ndo vazios. Assinala com V as afirmagdes

verdadeiras e com F as falsas, em cada um dos seguintes casos:

a)AcB
e) BZA

b)CcB
fYAzC

c)BcA
g)BoA

B

l:A

d) AcC
h) AXB

2. Dado o conjunto A = {0; 1;2; {5}}, diz se as afirmacdes seguintes

sdo verdadeiras ou falsas:

a) 0ed_
b) {5} €4

c)
d)

2CcA
{5lcAd___

e)

f)

{2;5} c A
P eA

pc A
5€eA

)
h)
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3. Dados os conjuntos abaixo, defina-os por extenséo:

a) F={xelIN/x < 9} d H={xelIN/x > 3,xépar}
b) G=1{xeZ/x > 2,xéimpar} e) I =1{xelN/x > 1}
c) J]={xelN/3 < x <5} fy M={xeZ*:x <0}

R

Faz o diagrama dos conjuntos A={1, 2,3}e B={2, 3, 4, 5, 6}
5. Com base nos conjuntos do exercicio anterior, determina por extenséo:
a) AUB b)A N B c) A- B d)B- A

6. Com base nos conjuntos A = {1,2,3},B = {5,6,7} eC = {1,2,3,4,5, 6}, preenche os

espaco em branco com os simbolos adequados, de modo a obter proposi¢ées verdadeiras:

a3 _A b7 _C oA__ B dB_C eC_A fHA__C

7. Dados os seguintes conjuntos A e B, determina A U B.
a) A={1,4,5,6} e B={1,5,8,9}
b) A={a,b,c,d}eB={a,c,e}
c) A= {x:x é nimero natural} e B= { x: x é nimero impar}

8. Sendo A = {0;1;2;3}e B = {0;2;3;5} e C= {x/x é par menor que 10} e

D={x/x é impar compreendido entre 4 e 10}. Determina:

a) AuB d BucC g) (AuB)uC
b) AuC e) BUD h) (AuC)u D
c) AuD fy CuD i) (BuC)ubD

9. Dados os conjuntos A = {1;2;3}, B= {3;4} e C = {1;2;4}, determina o conjunto M tal que:
AuUM={1;2;3} BUM= {3;4}CUM=AUB

10. Dados U ={1,2,3,4,5,6,7,89} , A = {1,2,3,4} e B= {3,4,5,6}, Determina:

a) ANB e)
by AnB f)

[so]l

|
)
S]]
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c) AnU
d AuB

=z &8
b N LN

11. Sejam dados os conjuntos U = {1;2,3,4;...;9}, A= {1;2:3;4} B = {2;4;6;8} e

C = {3;4;5;6; } Determina:

a)A b) B ¢) ANC d) AUB &) A f)B-C
12. Sejam U = {a; b;c;d; e}, A= {a;b;d} e B= {b;d; e}, identifica:

a)AUB b) BNA c)

d)B-A e)ANB
f) AUB g) ANB h)

13. Aplicando as propriedades das operagdes com conjuntos, determina:

AU NA b) @ c) ANA d)UUA e) ANA

f) AUA g) JUA h) U i) AUA ) INA

14. Dados os conjuntos. U = |-2;4],A = ]12;4[ e B = [—1; 3], determina:

a)A  bB ¢ AUB d)AnNB e AnB f)AUB  g)A

15. Numa escola, 30 professores leccionam no periodo de manha, 25 professores leccionam a

tarde e 5 leccionam nos 2 turnos.

a) Representa os dados num diagrama de Venn.

b) Quantos professores leccionam em um sé periodo?
¢) Quantos professores tém a escola?

16. Na figura ao lado, U é o conjunto dos 1500 alunos de uma

escola e 0s nimeros representam o nimero de elementos de nlu)= 1500

M 250 F 400

cada conjunto. ﬂ
F — Conjunto dos alunos que estudam Fisica B

M — Conjunto de alunos que estudam matematica ‘

Q500

Q — Conjunto dos alunos que estudam Quimica
Indica quantos alunos estudam:
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17

18.

19

a) SO Matematica.

b) Matematica e Quimica.

c) Fisica ou Matematica.

d) Matematica, Fisica e Quimica.

e) Determina o nimero de alunos que nao estuda nenhuma das disciplinas.

. Um exame que tinha 2 questdes A e B foi executado por 60 candidatos. Houve 40

candidatos que responderam correctamente a questdo A, 36 que responderam
correctamente a questdo B e 6 que ndo conseguiram responder correctamente a questao A
e B.

a) Quantos candidatos nao responderam correctamente a questao A?

b) Quantos candidatos ndo responderam correctamente a questéo B?

¢) Quantos candidatos responderam correctamente as questdes A e B (ambas)?

d) Quantos candidatos conseguiram APENAS responder a uma questao?

Em uma academia, 200 alunos praticam Voleibol, 250 Andebol, 60 fazem as duas
modalidades e 90 ndo fazem nem natacdo, nem musculacao.

a) Quantos alunos fazem somente voleibol?

b) Quantos alunos nédo praticam andebol?

€c)  Quantos alunos tém a academia?

. A tabela mostra as preferéncias dos alunos de uma escola em relacéo as disciplinas de

Matematica e Fisica.

Disciplinas Matematica Fisica Matemética e Fisica

N° de alunos 120 200 80

a) Representa os dados em um diagrama de Venn.

b) Determina o nimero total de alunos desta escola.

Unidade Tematica Il L6gica Matematica

Nota histoérica

A palavra “légica” deriva da palavra grega l6giké, relacionado com logos, razéo, palavra ou
discurso que significa a ciéncia do raciocinio. A l6gica matematica € o ramo da ciéncia

que se dedica ao estudo do raciocinio matematico.

O estudo da ldgica permite com maior rigor a interpretacdo da linguagem corrente e nos

raciocinios matematicos.



2.1. Conceitos de Designacéo e Proposicao

2.1.1 Desighacdes sdo expressdes que representam os seres.

Exemplos:
e Célia
e Maputo
o 342
e Mdc(2;4)
o 2x+3
. V4
e 10

2.1.2 Proposicoes

Proposicdes sdo expressdes que se podem atribuir o valor I6gico (Verdadeiro ou Falso).

e Maputo é capital de Mogambique. (Verdade)
e 2+5x%x3=16(Falsidade)

e Mdc(2;4)=2 (Verdade)

e 5 < 3 (Falsidade)

Existem expressdes que ndo podem ser consideradas proposic¢oes.

a) 20 é um numero grande.

b) Amanha ira chover!

c) Ela é a melhor cantora do mundo.
d x+5=7

e) 2+3x>5

2.2. Principios l6gicos sobre proposi¢des

Principios de ndo contradi¢cdo: Uma proposi¢do ndo pode ser simultaneamente verdadeira e

falsa.
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Principio do terceiro excluido: Uma proposicao ou é verdadeira ou é falsa, ndo existindo uma

terceira possibilidade.

2.3. Universo dos valores légicos
O valor légico de uma proposicdo verdadeira € representado pela letra mailscula V ou pelo
namero 1 e de uma proposicao falsa pela letra maildscula F ou pelo nimero 0.

Assim, o universo dos valores légicos é o conjunto {V; F} ou {1; 0}.

2.4. Exercicios propostos

I. Das expressfes seguintes, distinga as designagdes das proposic¢oes:

a) V4 ++16 c) V8 e) {2,3,5} g) mdc(8, 16)
b) V4+V16=6 d) V8 > 2 f)1¢{23,5} h) mdc(8,16) = 8
a) 6+24 )6+24=30 cW7 k)7 =7 D{123} m)4e (1,23}

n)2<5 0)3+2<5 p) mmc(3,7) =21 q)2x+1=4

II. Atribua o valor l6gico a cada uma das proposicdes do exercicio anterior.

2.5. Operacdes com proposicdes

2.5.1. Negacdo (~ ou —)
A operacao de negagdo consiste em converter uma proposicéo falsa em uma verdadeira ou uma

verdadeira em uma falsa.
O simbolo ~ ou — |é-se “ndo”ou “nao é verdade que...”.

Para negar uma proposi¢éo, basta colocar o simbolo de negacéo antes dela.

1. Escreva a negacgdo de uma das proposicoes e indica o valor l6gico da proposi¢éo e da
negacao:

a) p:Maputo é capital de Mogambique.

b) q:24+3x4=20

C) r6>2
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Resolucéo:

a) p: Maputo é capital de Mocambique. (proposicao verdadeira)
~ p: Nao é verdade que Maputo é capital de Mocambique.
ou simplesmente,

~ p: Maputo néo é capital de Mocambique. (proposicao falsa)

b) q:2 + 3 x4 =20 (proposic¢ao falsa)
~ q: N&o é verdade que 2 + 3 x 4 = 20.
ou simplesmente

~q:2+3 x4+ 20. (proposicéo verdadeira)

C) r:6 > 2 (proposicao verdadeira)
~ 1r: N&o é verdade que 6 > 2.
ou simplesmente

~1:6 < 2. (proposicéo falsa)

Para determinar o valor l6gico da negagé&o de uma proposi¢ao a partir do seu valor légico, pode-

se utilizar qualquer das seguintes tabelas, que se chamam tabelas de verdade.

P | ~p p | ~p
v | F ou 1| o
F |V 0|1

1. Escreve a negacao de uma das proposicdes e indica o valor I6gico da proposicao e da

negacéao:
a) 2°=6 c) {1} c{1,2,3} e)4¢N
¢) 2V3 > V12 d) V5 <45 fm<32

2. Seja dada a proposicao p: 4+8 < 13.

a) Qual é o valor légico de p?
b) Escreva a negacéo de p.

¢) Indica o valor légico de ~p.
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2.5.2. Conjuncéo (A, |1é-se “e”)

Chama-se conjuncao a operacéo logica que associa duas proposicdes a uma nova proposicao
gue é verdadeira quando ambas as proposicdes dadas sdo simultaneamente verdadeiras, e é
falsa nos outros casos.

Tabelas de verdade

P q pPAg p q pAq
v v v 1 1 1
v F F Ou 1 0 0
F v F 0 1 0
F F F 0 0 0

3.  Considera as proposigoes:
p: 0 Manuel veste calgas verdes.
q: O Manuel veste camisa verde.

Traduze em linguagem corrente a proposicao p A q.

Resolucdo:

p A q: O Manuel veste calcas verdes e o Manuel veste camisa verde.
P q

Ou simplesmente

p A q: O Manuel veste calgas e camisa verdes.

4. Indica o valor légico de cada uma das proposi¢cdes seguintes:
a) 2+1=3A5+1>5
b) 25=6A3>1

Resolucéo:

a) 2+1=3A5+1>5 (V)
%4 %4
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b) 22=6A3>1(F)
F |74

2.5.3. Disjuncéo inclusiva (v, 1é-se “ou”)

Chama-se disjuncdo inclusiva a operacao logica que associa duas proposi¢cdes a uma nova
proposicao que é falsa quando ambas as proposi¢cdes dadas sdo simultaneamente falsas, e é
verdadeira nos outros casos.

Tabelas de verdade

P q pPvVgq P q A
v 7 7 1 1
v F 7 Ou 1 0 1
F 7 7 0 1 1
F F F 0 0 0

1. Considere as proposi¢oes:
a:Vou comprar uma camisa.
b:Vou comprar um livro.

Traduze em linguagem corrente a proposi¢cao a V b.

Resolucdo:

aV b: Vou comprar uma camisa ou vou comprar um livro.
a b

Ou simplesmente
aV b:Vou comprar uma camisa ou um livro.

2. Indica o valor l6gico de cada uma das proposi¢des seguintes:
a) 5<4v43=12
b) 32=6v3>1

Resolucdo:
a) 5<4v43 =12 (F)
F F
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by 32=6Vv3>1(V)
F %4

2.5.4. Disjuncdo exclusiva (v, |é-se “Ou...ou...”)

Chama-se disjung¢d@o exclusiva a operacgdo légica que associa duas proposi¢cdes a uma nova
proposicao que é verdadeira quando ambas as proposi¢des dadas tém valores l6gicos distintos,
e é falsa nos outros casos.

Tabelas de verdade

P q rvq P q rvq
v v F 1 0
v F v ou 1 0 1
F v v 0 1 1
F F F 0 0 0

1. Considera as proposicoes:
a: Compro sapatos.
b: Compro chinelos.

Traduze em linguagem corrente a proposicéo a V b.

Resolucdo:

aV b: Ou Compro sapatos ou compro chinelos .
a b

1. Indica o valor l6gico de cada uma das proposicdes seguintes:
1. 1+1=3v2>1
2. 3+1=4v2+3=5

Resolucdo:

a) 1+41=3v2>1 (V)
F |4

b) 3+1=4v2+3=5 (F)
%4 1’4
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2.5.5. Implicacéo (=)
Consideremos as proposi¢cdes seguintes:
p: 2 € um numero par.
g: 3 é um namero impar.
A proposicado p = q lé-se “p implica q” ou “Se p, entio q”.

P = q:Se 2 éumnumero par,entio 3 é um numero impar.
P q

p = q +—Consequente (condigdo necessaria para p)

T

Antecedente (condicao suficiente para q)

Definicao:

Chama-se implicac8o a operacdo légica que associa duas proposi¢cdes a uma nova

proposicado que é falsa quando o antecedente é verdadeiro e o consequente é falso.

Tabelas de verdade

2 a |p=gq P g |p=gq
v 7 v 1 1 1
v F F 0 1 0 0
F 7 v 0 1 1
F F v 0 0 1

Indica o valor logico de cada uma das proposicdes seguintes:

a) 2>1=10>11
b) 2<1=11>10
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c) Vd=3=3>4

Resolucdo:

a) 2>1=11<10 (F)
|4 F

b) 2<1=11>10 (V)
F 74

c) V4=3=3>4 (V)
F F

2.5.6. Equivaléncia (&)

Chama-se equivaléncia ou dupla implicagdo a operacgéo logica que associa duas proposicoes
a uma nova proposicado que é verdadeira quando as proposi¢des dadas tém o mesmo valor

l6gico.

A proposicdo p<gq I|é-se “péequivalenteaq” ou “pseeséseq’ ou ainda

“p se e somente se q".
p é a condicido necessaria e suficiente para q.

Tabelas de verdade

P q peq p q peg
v v v 1 1 1
v F F Ou 1 0 0
F v F 0 1 0
F F v 0 0 1

1. Considera as proposicoes:
r:Vou ao cinema.
s: Arranjo o bilhete.

Traduze em linguagem corrente a proposi¢ao r < s.

Resolucdo:

r & s: Vou ao cinema se e s6 se arranjo o bilhete.
=
T N
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2. Indica o valor l6gico de cada uma das proposi¢des seguintes:
a) 2+3x5=25=3x5=15
b) 4+ (24+3)#29e=6<2+3

Resolucdo:

a) 2+3x5=25=3x5=15 (F)
F 14

b) 4+(2+3)#£9=6<2+3 (V)
F F

Exercicios propostos:

1. Considera as seguintes proposigoes:

p: Este livro é meu

q: Aquela pasta é tua

Traduze em linguagem corrente as proposicdes:

a)~p d~pAgq
b) ~q c)pVq e)~pV~q

2. Considera as proposicoes:

a: O Paulo é estudante

O

: O Paulo é programador

c: O Joao é estudante

3.  Traduze em linguagem simbdlica:

A: O Paulo é estudante ou programador
B: Nem Paulo nem Joéo séo estudantes

C: Ou Paulo é programador ou Jodo n&o é estudante
4.  Sejamp, q e r as proposicoes:

p: 2 é um numero par. g: 2 € um nimero primo. r: 2 € divisor de 4.

Traduze em linguagem corrente o significado das seguintes expressodes:
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a) ~p e)pvq

b) p Ar fipvg
C) ~r AP 9 ~®@Aq
d) ~(q AT) h)(pA~q) - q

5. Indica o valor I6gico de cada uma das proposi¢des seguintes:

a:2+1=3A5+1>5
b:22=9A3>1
c:1+3=4 AV16 < 3+2
d:2>5v22=9
e:13-3=10v2>5
fi22=9v3>1
g:1c{1,2}vVi6+9=7
h:3+1=4v2+3=5
ii1+1=3v2>1
ji142x4=9V3+4

6. Considera as proposicoes:

p: Chove

q: O sol brilha

r: Faz calor

Traduze simbolicamente as proposi¢es seguintes:

a) Se o sol brilha, entdo faz calor.
b) Se chove, entdo néo faz calor.

¢) Se néo faz calor, entdo o sol nao brilha.

d) Se ndo chove e o sol brilha, entdo faz calor.

7. Indica o valor logico de cada uma das proposicdes seguintes:

a) 2>1=10>11
b) 2<1=11>10

c) Vi=2=3>4
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8. Sabendo que a proposicdo p = q é falsa, diz qual é o valor légico de cada uma das

proposicdes:
a) ~pVq b)pAq c)pVq
9. Considerando as proposicdes:

a:2+2=5
b: 7 € um ndmero irracional

c: /3 é um ndmero irracional

Traduze em linguagem corrente e indica o valor légico de cada uma das proposi¢cdes seguintes:

a) a=~Db b)~a=c¢ c)(bAc)=~a d) (av~c) =~b

10. Considera as proposicoes:

p: Paulo estuda Matematica
q: Paulo quer ser cientista
r: Paulo quer ser jornalista

Traduze em linguagem corrente:

a) P=q
b) pe~r

c) pAq) &~1

11. Indica o valor l6gico de cada uma das proposi¢des seguintes:

a) 2+3%x5=16<3x5=15
b) 4+(2+3)=10=2+3=6
C) 2>21e10<11

12. Sendo:

p: 12 é um numero par

1, . .
q: ; € um ndmero racional

r:v/2 é um namero irracional

Traduze em linguagem simbdlica e indica o valor de cada uma das proposi¢des seguintes:

) - - 1 . - .
a) 12 éum numero par se e so se 3 € um namero racional.
b) 12 é um namero par se e s6 se v/2 ndo é um namero irracional.
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c)

p , ~ 1 , . . . 1, , .
12 € um ndmero par e \/E nao € um numero irracional se e so se 3 € um numero racional.

13. Sabendo que a proposi¢do p < q é verdadeira, diz qual é o valor l6égico das proposicoes:

a)

pV~q b) (pAq)V~p

14. Se a v~ b é falsa, qual é o valor légico de:

b)

c)
d)
e)
f)

avb

~aNh~Db
~a=b
~as~b

(aAb)V~a

2.6. Propriedades da negacao

Considera a proposicao:
p: O Joao é um estudante.

~p: 0 Jodo nao é um estudante.

~~p:Nio é verdade que o Jodo ndo é um estudante.

A duplanegacio corresponde a afirmagao
~~p: O Jodo é um estudante.

Ou simplesmente

~~p=p
Demonstracgéo:
P ~P ~ep
v F v
F Vv F
p=r~~p

2.7. Propriedades da conjuncdo e dadisjuncao

c)(pvqg) =p
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Sejam p, g e r quaisquer proposicoes.

As operacdes légicas da conjuncéo e da disjuncdo gozam das seguintes propriedades:

Propriedade Conjuncio Disjuncio
Comutativa phAg=gAp pVg=gVp
Associativa pA(gAr)=(pAgq) AT pv(gvr)=(pvgq)Vr

Elemento neuntro

p A V=p; V € elemento neutro da conjungio

p V F=p; F ¢ elemento neutro da disjuncéo

Elemento absorvente

p A F=p; F ¢ elemento absorvents da conjuncéo

p V V=p; V ¢ elemento absorvente da disjungio

Idempoténcia

pAP=1p

pvp=rp

Distributiva

pA(gvr)=(pAq)V(pAr)

pV(gAar)=(VqA(pVvr)

1. Utilize as tabelas de verdade para mostrar que:

a) pVq=4qVp
b) PAq=qAp
c)
d)
e)

v Vvr=pv(qVvr)
@ADAT=pA(qAT)
pV(@AT)=(@Vq@Q ApPVT)

f) pA@@VT)=@AqQV({PAT)

2. Construir as Tabelas de Verdade das seguintes proposicdes:

a) ~(pV~q)
b) ~( -~ q)
c) pA(qA~Dp)

d~pA~(q-Dp)

e)[pva A~pl—-q
llove - (@-p)

3. Utiliza tabelas de verdade para mostrar que, para quaisquer valores l6gicos de p, se tem

sempre:

a) pA~p=F

b)pv~p=v

CQ)pV~p=V

4. Prova, utilizando directamente as propriedades das operacdes l6gicas, que se tem sempre:

a)
b)

aN(~aAb)=F
aV(~avb)=V

c)an(bv~a)=aAb
dav((bA~a)=aVbhb
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2.8. Primeiras leis de Morgan
Negar que duas proposi¢cdes sao simultaneamente verdadeiras € o mesmo que afirmar que pelo

menos uma é falsa.

~pAqg) =~pV~q

Negar que pelo menos uma das proposi¢cfes é verdadeira, € 0 mesmo que afirmar que ambas

sdo simultaneamente falsas.

~(pvaq) =~pA~q

2.8.1. Propriedades da implicagéo

Relacdo daimplicacéo e a disjuncao

pr=q=~pVvq

Negacéo da implicagéo

~p=q) =~(pvVq@Q =~~pA~q=pA~q

Propriedades da equivaléncia

req=@P=9AN(q=Dp)

Negacédo da equivaléncia

~pep=~@=>2DNg@=p]=~@=9V~(@=p)=@A~qV(qA~D)

Resumo:
Negacéo ~~p=p
1.2 Leis de Morgan ~®Aq) =~pV~q
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~(@Vvq =~pA~q
Conjuncéo pA~p=F
Disjuncao pV~p=V
Implicacéo ~p=q) =pA~q
Equivaléncia ~pep=@A~qV(qAr~p)

Escreve, na forma mais simples, a negacéo das proposic¢cdes seguintes:

a)aA~Db b) (a A~ b)V~a C)~a=b

Resolucdo:

~(aA~b)=~aV~~b=~aVb

d) (an~b) =>a

~[(an~b)V~a]l =~[(av~a)A(~bVv~a)]l=~[VA(~aVv~b)]=~(~aVv~b)=aAb

~(~a=b)=~(~~aVb)=~(aVb)=~aA~Db

~[(an~b)=a]=~[~(an~b)va]=~[(~avb)va]l=~[(~ava)Vb]=~ ¥V VDb)=~V

=F

2.9. Exercicios propostos 02:

1. Escreve a negacéo das proposicoes:
a) 3>2A4<-2

2. Simplifica as seguintes expressdes:
a) av(~avhb) e)an(~aVb)
(~aVvb)A(a=~b)

c) pA(~pAQ) f) ~[~( = @) A~ q]

b)1<2<3

h) (a=~b)=1b
i) ~[(a = b)A~Db]A~a

d) {wA)VIC~pV ~Aql}™p 9)~ (~p)A~(~qVD)

3. Considera verdadeira a seguinte proposicéo:
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M:~p (g = ~7).

a) Sabendo que r tem valor légico V, qual é o valor légico de p?
b) Determina a negacao de M.

4. Sejam a, b, c trés proposicdes:
a: O Manuel estuda Fisica
b: O Manuel estuda Matematica

c: O Manuel estuda Biologia
6. Traduze em linguagem corrente a negacgéo de a V b.

7. Admitindo falsa a proposi¢cdo (a =~ b) V (a A ¢), quais séo as disciplinas estudadas pelo

Manuel.

Unidade Temaética Ill ALGEBRA

Nota historica

Em matematica, algebra é o ramo que estuda a manipulacdo formal de equacées,

operacbes mateméticas, polindbmios e estruturas algébricas.

As origens da algebra encontram-se na antiga Babil6nia, cujos matematicos
desenvolveram um sistema aritmético avancado, com o qual puderam fazer calculos
algébricos. Com esse sistema, eles foram capazes de aplicar féormulas e calcular
solucdes para incégnitas numa classe de problemas que, hoje, seriam resolvidos como

equacdes lineares, equagfes quadréticas e equagdes do grau superior, etc.

3. Expressodes algébricas (Definicdo, Classificagcdo e dominio de existéncia)
3.1. Expressdes algébricas

Observa as seguintes expressoes:

o 2x? —x+i
2X

. X++X-1
o 2Xy+X-5

Expressdes como estas designam-se por expressdes algébricas.
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Definicdo: Uma expressao diz-se algébrica quando as varidveis (podendo ser uma) estéo
sujeitas as operagdes de adicdo, subtrac¢cdo, multiplicagao, divisdo ou extracc¢ao da raiz.

3.2. Classificacdo de expressdes algébricas

Inteira
. o . o raciona .
Uma expresséo algébrica pode ser: Expressao algébrica fraccionana
Irracional

3.2.1. Expresséo algébrica racional

Uma expresséo diz-se algébrica racional quando a variavel nao figura sob sinal do radical.

1 1 2x -1

a) X —2x+3 b)ﬂu ) d)xX’-Zx+2x* €)= f)——\/_x
-2 X 2 X“+1

Uma expressao diz-se algébrica racional inteira quando a variavel ndo aparece no divisor e

nem figura sob sinal do radical.

Exemplos: Alineas a), d) e f).

Dominio de existéncia
O dominio de existéncia de uma expressao algébrica racional inteira é todo o conjunto dos

numeros reais (IR).

Uma expressao diz-se algébrica racional fraccionaria quando a variavel aparece no divisor,
mas nao figura sob sinal do radical.

Exemplos: Alineas b), c) e e).
Dominio de existéncia

O dominio de existéncia de uma expressao algébrica racional fraccionaria é todo o conjunto

dos numeros reais que ndo anulam o denominador.

1
a) —— Dominio de existéncia: xeR A x+1#0

X+1
D.E: xeR\{-1}
3x+1 . o s
b) ——— Dominio de existéncia: x € RA x> —x* # 0
X* =X

x2(x—1)#0
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x2#0Ax—1#0
x#0Ax+1
D.E:x € R\ {0,1}

3 : A
) — 5 Dominio de existéncia: x € R A x> =9 # 0
X

x2#9

x # +V9

x # x3
D.E: x € R\{-3,3}

d) ———— Dominio de existéncia: x ER A x* +x—2# 0
X“+X-2

A=12-4-1-(-2)
A=1+8
A4=9
X1=1Axy=-2
D.E: x € R\{—2,1}

3.2.1. Expressao algébricairracional
Uma expressao diz-se algébrica irracional quando a variavel figura sob sinal do radical ou

apresenta expoente fraccionario.

- X

1 2 2 _ 2 -
C)3—m d)m f)x —x3+5=0

2+3x
yvx D) Tn
Dominio de existéncia de expressdes irracionais

e Senépar, D.E: P(x)=0

e) V2x —4 Dominio de existéncia: 2x —4 >0 o x> 2;X € [2; +oo]

2 P C oA .
9) 7= Dominio de existéncia: x +1>0 x> —1;x € ]—1; +oo

4. Polinédmios — Definicéo

Chama-se polindémio a toda a funcéo definida pela relacao:
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P(x) = a,x™+ ap_1x" 1+ ap_px" % + -+ azx* + a;x + ag, onde
an; Gn_q1; Gn_o; Gy; Aq; Ao SA0 coeficientes e pertencem ao conjunto dos nimeros reais;
n € N; x é a variavel.
Nota:
e Se a, # 0 0 expente maximo n define o grau do polinémio e indica-se por gr(P) = n.
e Se P(x) = 0 ndo se define o grau do polinébmio;
e Na&o sao polinémios as relag@es do tipo:
. P(x)=+x—-2x+1

i P(x)= x>+

4.1. Polinébmios Idénticos

Dois polinémios P(x) e Q(x) sdo idénticos se e sb se os coeficientes dos termos do mesmo grau

forem iguais.

Dados os polinémios: P (x) = (3b — a)x* — 2 x e Q(x) = 2x* + (3b- 2a)x .Determina os

valores de a e b, para que P (x) e Q (x), sejam idénticos.
Resolucdo:
Se P (x) = Q (x) entéo:

(3b- a)x?- 2x =2x? + (3b— 2a)x Onde:

{3b—a=2 @{ a=-2+3b
3h—2a= —2 3b—2(—=2+3b) = —2

_ = —2+32 — 4
o Br+a—eb=—2° (3= 6={"", 5,7 =,

4.1. Operagbes com polinédmios
4.1.1 Adicéo de polinémios

Considera os polinémios P e Q definidos por: P(x) = a,x™ + a,_x" 1+ +a, € Q(x) =

bpx™ + b,_1x™ 1 + ...+ b,. Definimos a soma de P e Q por:

P(x) + Q(x) = (an+bn)x™ + (an-1 + bp-1)x™ " + -+ + (ao + bo)

Seja dado os polinébmios A(x) = 2x2+3x—5 e B(x) = x?z — x + 3 Calcula:
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A(x) + B(x) .
A(x) + B(x) = (2x2+3x—5)+(x72—x+3)
= (2 +%)x2+(3—1)x+(—5+3)

= ;x2+2x—2

4.1.2. Subtracc¢ao de polinbmios

Considera os polinémios P e Q definidos por: P(x) = a,x™ + a,_x" 1 +--+a, e Q(x) =

bpx™ + bp_1x™ 1 4+ .-+ by. Definimos a subtracgéo de P e Q por:

P(x) = Q(x) = (an-b)x™ + (an-1 — bp-1)x"" + -+ (ao — bo)

Seja dado os polinémios A(x) = 2x2+3x—5 e B(x) = x?z — x + 3, calcula:
A(x) — B(x) .
A(x) = B(x) = (2x2+3x—5)—(x;—x+3)
(2-3)%
= (2-3)x*+ B— (-Dlx+(-5-3)
=3x24+4x-8
2

4.1.3. Multiplicagéo de Polindmios

Na multiplicag&o de dois polinémios, devemos multiplicar cada termo de um polinémio por todos

os termos do outro e reduzir os termos semelhantes.

e (2x+3)(x+1) =2x.x+2x.1+32x+3.1=2x%2+2x+6x+3 = 2x%2+8x+3;
o (x?2-1).(x*—-2x+1)=x2.(x*-2x+1)—-1.(x*-2x+1) =

= x*—2x3+ x?—x?+2x—1=x*-2x3+2x -1
4.1.3.1. Identidades notéveis da Multiplicagdo de Polinébmios

Para desenvolver um produto de bindémios, podemos utilizar as seguintes identidades notaveis:

Pagina 34 de 76



e (a+hb)>=a*+2.a.b+b?
e (a—b)*=a?*-2.a.b+ b?
e (a—bh)a+b)= a%®— b?

e (a+h)?3=a®>+3.a>.b+3.a.b?+ b3
e (a—bh)*=a®>-3.a%.b+3.a.b? - b3

e (a—bh).(a>+ab+b?)=a®- b
e (a+bh).(a>—ab+b?)=ad+ b3

Essas igualdades podem ajudar-nos a fazer a decomposicéo dos polinémios.

4.1.4. Divisao de polinbmios

Dado dois polinémios P(x) e D(x), efectuar a divisdo de P(x) por D(x) é determinar dois

polindmios Q(x) e R(X) que satisfazem as seguintes condi¢cdes:

12 P(x) = D(x).Q(x) + R(x)

22 gr(R) < gr(D)ouR(x) =0

Dado os polinémios P(x) = 2x* + x — 3x3 — 1 e D(x) = x? — 2x + 3, determina o quociente Q(x)

e o resto R(x) de P(x) por D(x).

1.° Escrevemos os dois polinbmios em

ordem decrescente de grau.

P(x)=2x*-3x3+x—-1

D(x)= x>—2x+3

2.° Completamos o dividendo, caso falte

algum termo de grau intermediario,

através do coeficiente zero.

2% -3+ 0% +x—-1

3.2 Utilizando o algoritmo da divis&o
numérica, dividimos o 1° termo de P(X)

pelo 1° termo de D(x).

22X =3+ 02 +x—1 \ﬂ

22

4.° Multiplicamos o quociente obtido por
D(x) e subtraimos o resultado de P(x),

encontrando o 1° resto parcial.

=3 0t e x—1 | w—2w+3

-2x% + ax® - Bx’ 2x?

Wwe—en'+x-1

17 resto parcial
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5.° Dividimos o 1.° termo do 1.° resto

parcial pelo 1.° termo de D(x).
Multiplicamos o quociente obtido por D(x)
e subtraimos do 1.° resto parcial, obtendo

0 2.° resto parcial.

2 -3 400 ex—1 | €-2ue3

=257+ At - Bt 2% +x-4

¥ =B+ x-1

quociente
=% + 2% — 3x cx3
B (=) =~
—I—

2% resto parcial

6.° Repetimos esse procedimento até que
0 grau do resto seja menor que o grau do

divisor.

230408 ex-1 | @-2xt3

-2x* + 4x3 - Bx2 2x2+x-4
x*—6x’+x-1 guociente
53 2_ N
x3 4 2x2 — 3x —4x?
4x2—2x-1 w7z )= %
+4x? = 8x + 12
-10x + 11

resto

Logo: Q(x) =2x? +x—4eR(x) = —10x + 11

Nota: Um polinémio P(x) é divisivel por D(x) se o resto da divisdo é igual a zero.

Teorema do resto

O resto da divisdo de um polindmio P(x) pelo binémio do tipo x — a é igual a P(a).

R =P(a)

Teorema de D’Alembert

Se a é raiz do polinémio P(x), entdo P(a) € igual a zero, isto &, P(x) é divisivel por x — a.

P@)=R=0

Determina o valor de m, de modo que o polinémio P(x) = 3x?> —mx + 1 seja divisivel por x — 1.

Resolucdo:

Se P(x) é divisivel por x — 1, entdo P(1) = 0
P(1)=0

3.12—-m.14+1=0

3-m+1=0

m=4
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5. Equacgdes

5.1. Equacdes com Radicais
Equac6es do tipo VA = B
Este tipo de equacbes resolve-se elevando ambos membros da equacao a dois, isto é:

VA=B = A= B?comA>0

Resolve a seguinte equacdo irracional: Vx? — 1 = —x + 2

Resolucdo:
ViZ—1= —x+2 = x2—1=x?—4x+4 = 4x—5=0 :>x=%

Dominio de existéncia da expresséo irracional de indice par: x> —1 >0
Resolvendo esta inequacgéao pelo método gréfico, teremos que:

1.° Achar os zerosda: x2 —1 =0

2.° Esbocgar o grafico

3.9 Solucionar a inequacgéo: X € |—oo; —1] U [1; +oo[
Como % faz parte do dominio, entao a solugdo da equagéo é: sol: x = ;

5.2. Equag6es do tipo VA = VB

Para resolver equacao deste tipo VA = /B, considera-se: A = BcomA>0eB >0

Resolve a seguinte equacao irracional: vV2x + 1 = vx — 2

Resolucdo:

V=—x+4=+Vx—-1= (\/—x+4)2= (\/x—l)z & —x+4=x-1 <=>x=g
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Dominio:

—x+420Ax—-120=x<4Ax =21

5 .. ~ ~ ~ 2 5
Como > faz parte do dominio, entdo a solucdo da equacéo é: sol: x = 2

6. Sistemas de equacdes lineares a 3 incégnitas

6.1. Resolucédo de sistemas aplicando a regra de Cramer

X +y + Z = 6 e Dado o sistema ao lado, vamos resolver aplicando

A4 + 2y — z = § 0 método de Cramer:
¥ + 3y + 2y = 13

. e Primeiro calculamos a determinante dos

(11 1 ©! |
M=]|42 1 coeficientes da matriz.
13 2 |
'1 1 1 '1 1 e Paraisso, escrevemos 0s elementos das duas
M=1|42 -1 primeiras colunas ao lado da determinante.
13 2 |13

D=4-1+12—-2+4+3 -8 =453 <+ Deseguida, multiplica-se os elementos das
diagonais principais e somamos os resultados.

6 1 1 e Para determinar o determinante de x, toma-se o
— _ determinante principais e substituem-se o0s

M, 5 2 -1 - |
13 3 2 coeficientes de x pelos termos independentes e

depois procede-se da mesma maneira como se fez

com o determinante principal.

6 11161
M,=|5 2-1|5 2
133 2 |13 3

D, =6.2.2 + 1.(-1).13 + 1.5.3 - 1.2.13 - 6.(-1).3 - 1.5.2
D, =8
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16 1 |1 B
Mv= 4 5 -1(4 5
113 2 |1 13
D‘f: 152 +6.0-1).1+1.4.13 - 15.1 - 1.(-1).13 —6.4.2
sz 16
11 6 |11
M,=142 5 |42
1313 |1 3
D,=12.13+151+643 -6.2.1-153-1.4.13
D, = 24
D, &
¥ =—=—==1
““ s
D
D 8
D
D 8

Portanto, x=1,y=2ez=3.

3. Exercicios Propostos

1. Classifica as seguintes expressdes algébricas:

2x% -1 3 3x2 — 4x+1 x*—4x?+7 2 _ .3
a) b) 4x° —5x + 2 C) ~3ri3 d) NG e) x°-x—5)(2x—x°)
x4 +2x2 +1 Vx+1 . Vx+1 L Yx—1
WxZ—x+1 Q) /T NV Vose D ) 2x3 —xvV2 -5
mi_Z 3 ) EYEVE
x  x2  x3 x+y

2. ldentifica o dominio de existéncia e o valor de expressao seguinte:

va+b—va-b

a+b

2x2+%y2
coma=4eb=0

a)

com x= —-ley=6 b)

x2_y2

3. ldentifica o dominio de existéncia das seguintes expressoes:

aVx — 3 b)——-x CcWV2— —ﬁ d) == e)xV2 —1

3x+6 1-2x
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xS YRS 1

= +VxZ+4 i) —

x—x2+12

x
h) 4\/2x+1

4. S&o idénticas ou ndo as seguintes expressdes algébricas? Justifica.

2_

a)Vxz e x emlIR b)*—=== e x-3 emIR
2

O)Vx*+2x2+1 e emlIR d)% e emIR

5. Indica os polindbmios de entre as seguintes expressfes algébricas:

- 4_ 2
a) x> +4x—1 b)%x - %xz —4x3+x5  copWx-1 gy 2xrx —ox+s - oxT+3

VxZ—x+1

e)3

x3-x+1 Vs

2" a2 xB4x—1 hEZE S F T

6. Determina os nimeros reais a e b, para que sejam idénticos os seguintes polinémios em x:

a)(a—2)x>+ (A +b)x+1 e 2a—-5x?+2b+3)x+1
b)a—2+x+ (5a—b)x? +x3 e x3+(@a+b)x*+x+a—b
c)2x3+(a—b)x>—x+a+b e 2—(2a—-b)x + (a+ b)x3

7. Reduze os termos semelhantes nos seguintes polindbmios e escreve nos polinémios

resultantes os termos por ordem decrescente dos expoentes de x.

a)x3—2x+7x3x>—x+5
b)xs—%xz+2x—x4\/§—x2+2x4\/§+6

c)ax?++/(a—b)3-x*—5bx + bx?>+bva—b-x*+ 2bx+ ab

8. Sejam dados os polinébmios:

A = 2x; B) = x54x —2x2 —x+1 Cx) = x+2; D(x)=x%—-x?-2.
Calcula:

a) B(x) + D(x) b) 2A(x) + 4C(x) g) A(x)- C(x) + B(x)

d) B(x)-A() - D(x) e) [A()]* + [C(x)]? f)A(x) - B(x) - C(x)

9. Determina o quociente e o resto da divisdo de:

a)x3—4x?2—x+3 por x2—x+1
b) 5 —x —2x% —x3 por x—2
c)2x*—x2-1 por x? —2x
d)x3—4x?+x+6 por x2+5x+6
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10. Usando a regra de Gorner-Ruffini, determina o quociente e o resto da divisdo de:

a) 2x?2 —3x—2 por x+2
b)3x3 —x%2+1 por x—2
c)3—x—x?—7x*+8x° por x—1
d) 2x3 —5x?+4x+3 por 2x —3

11. Verifica quais dos nimeros seguintes séo raizes do polinémio P(x) = x3 —7x + 6
a)l b)4 c)-1 d) -2 e) -3

12. Decomp®e em factores:

a) O polinémio 4x3 — x2 — 8x + 2 que admite a raiz 1/,.
b) O polinémio x* + 2x? — 3 que admite as raizes 1 e -1.

13. Determina as raizes inteiras dos seguintes polindmios e decompde-nos em factores:
a)x?—6x+5 b)x3 — 6x% +11x — 6 C)x3 +x2—4x—4

d)x3 + 2x% — 9x — 18 e)x3+x?—x+2

14. Verifica se é divisivel o polinémio:

a) 2x* —4x3 +3x2—-5x +1 por x+1
b) x* — 4x3 + x2 — 7x + 12 por x—4
c)x3—6x2+11x—6 por x2—5x+6

15. Determina os coeficientes do polinémio

a) ax? + bx — 2 sabendo que ele admite as raizes 1 e -2
b) x3 + bx + cx + d Sabendo que ele é divisivel por x + 1 e x> — 4
c) 2x2 + bx + 2 sabendo que o resto da divisdo de 2x? + bx + 2 por x — 1 é igual a -1.

16. Determina o polindmio do 4.° grau que admite as raizes —1; 0; 1, sabendo que ele toma o

valor 24 tanto para x = 2 como para x = —2
17. Determina m e n de modo que:
a) Pyy=mx3 + nx? — 5x + 2 seja divisivel x? —x — 2
b) Qu = x* + 2x3 + 2x? + mx + n seja divisivel por x% — 1

c) Ew=my3 + 3y? + n sejadivisivel por y2 —1
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18. Usando as identidades notaveis, calcula:

a) 312 b) 49° ) 106> d)298° e)22° )28:32 g)1,2> h)0,8
19. Efectua, aplicando as identidades notaveis:

a) (a + 2b)3 b) 2t —1)®> ¢c)8—¢3 d) a® — b®

20. Simplifica mostrando em cada caso o dominio de existéncia e de equivaléncia:

(-1 (x+1)(x—-3) (x=V5)(x+3) 2t2-32
A5, b) = ) =20
3 2 4_ a2
D )
21. Racionaliza o denominador das seguintes frac¢oes:
a) ZX emR b) —— em R\{0}
Vx 3[x2y
3x 3
c) Tyt O R\{0} d) a7
V3+1 Vx +
e) A f) T e Ry
g) 2‘\7;__11 em R\ 10,1]

22. Sem resolver as equacdes, verifica se:
a) O numero -4 é solugdo de X2 —3x=0;

b) O niimero 3 é solugéo de (X*- 4): (x - 2) = 2x -1;

c) O nimero 4 é solugdo de V3x —2 —Vx +2 = 4;
d) O numero 3 é solugéo de lyli=L

X 2x .
23. Determina p, sabendo que -2 é solucdo da equagdo x>+ 2px —p + 6 = 0.

24. Sao equivalentes ou ndo os pares de equacgles seguintes:

2_ —_ —
a)zx2 loqe2x®—1=x2+1; b)ZX3=4x5 e 2x—3=4x-5
x“+1 x—1 x—1
C)Vx—4=V2-xex—4=2-x dx-—1D2=1ex—1=1;

e)x*=7xex=7)(x+1) (x—2)=3(x-2) e x+1=3?
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25. Sem aplicar a férmula resolvente, resolve:

a)-3x°=0 b) 2x*—12=0 c)2x°-18=0 d)4a’x*-b*=0
e)2x*+16x=0 f) 7x - 5x°=0

26. Resolve as seguintes equacdes em R:

a)3-24=0 b)2*+54=0 c) 25x+1=0 d) 27x*=-8 e)4x®+3x°=0
)5 =x>=0 g) x> = 3x h) 8x* —x°-16x=0 )x*+8x=0

DOXC+9x°—x-1=0
27. Resolve as seguintes equacdes irracionais:

a)V2x+1+2=5 b)2V3—x—-3=0 ¢c)V4—x2-2=0 d)Vx2—x+6=0
e)2—Vx—x2+4=0 )V3—x2+5=0 9)2Vx—1—-+vVx+2=0

h)3vx—2+vV5—x=0 )vV2—x—-2-vx+3=0 [)VxZ+x—-2-3x+4=0

28. Resolva os seguintes sistemas pelo método de adi¢cdo ordenada:

){—5x+2y—9=0 b){z(x—3)+y=2 ){2x+3y—5=0
-x+3y+7=0 4x = 6+ 3y 3x—2y+12=0

x—ky=2

2x +y = —8k seja indeterminado.

29. Determina o valor de k tal que o sistema {

mx—2y=m

30. Determina o valor de m para que tenha solucao Unica o seguinte sistema {Zx —my =2

Ache essa solucéo.
31. Determina os valores de a e b tal que o seguinte sistema seja impossivel:

ax+2y =3 b 3x—ay+1=0
){3x+6y=b ){6x+by+2=0

32. Resolve 0s seguintes sistemas aplicando a regra de Cramer:

Y
x+y—z=1 4x+3y+z=5 X+3
a){Zx—y+z=2 b){3x+2y+z=3 c)y x+

x+y+z=3 2xty+z=4
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Unidade IV: Geometria analitica

Nota historica

7

A Geometria Analitica é a &rea da Matematica que se baseia nos estudos da
Geometria por meio da utilizacdo da Algebra. Os estudos iniciais estdo ligados ao
matematico francés René Descartes no século XVII, onde criou principios mateméaticos
capazes de analisar por meio de métodos geométricos as propriedades do ponto,

da recta e da circunferéncia, determinar distancias entre eles e sua localizacao.

4.1. Vector — Defini¢cao

Vector € um elemento geométrico que fica definido pela sua magnitude (ou comprimento ou

maddulo ou valor absoluto) direc¢éo e sentido.

Um vector representa-se com uma letra minuscula com

P
seta por cima da letra, em alguns casos, 0s vectores . /’f'
sdo representados pelas letras que definem as suas 1//
extremidades; por exemplo OP,onde O é a origem do ,ﬁ/
vector, e P a extremidade. (@] "'fj Vector V= Hf’

4.1. 1 Vector unitéario
Vector unitario é aquele que o seu comprimento é igual a unidade. u = o L % é o vector

Izl @l

unitario na direcgao v.

4.1.2. Coordenadas de um vector

Um vector fica completamente definido, conhecendo as suas coordenadas.

O vector v é igual a soma dos vectores ya
formados pelas suas projec¢des em cada eixo,

como mostra a figura ao lado.

V=1, + 1, "3',“ A °“
Os escalares vy e v, s@o as coordenadas do v
vector no sistema. ; * S
Os vectores T e j sd0 0s vectores unitarios. | ) e
U : X X
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4.2. Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos P(x,,¥,) € Q(x4,y,) N0 plano cartesiano, a distancia entre eles é definida por:

Yi

dPQ = \/(xq - xp)z + (yq - yp)z

4.3. Equacéo vectorial da recta no plano

Dadas as coordenadas de um ponto A(x4,y;) € de um vector v = (a, b).

(x,y) = (x1,y1) + t(a, b) se P(x,y),A(x1,y1) e ¥ = (a,b)

4.4. Equacdo geral darecta

Ax+By+C=0

A equacéo geral da recta é dada pela expressao.

4.4.1. Equacéo reduzida da recta no plano:

. . | y=mx+b . . -
A equacdo reduzida da recta é: em gue X e y sdo, respectivamente, a variavel

independente e a varidvel dependente; m € o coeficiente angular, e n é o coeficiente linear.

Além disso, m e n sdo numeros reais.

4.4.2. Declive de uma recta:

Dada a equagdo geral da recta Ax + By + C = 0, convertendo a equagéao geral na equagéo

reduzida:
Ax+By+C=00By=—Ax—Coy=-x—-,B#0 portanto
m= —% . Ao valor de “m” chama-se declive.
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4.4.3. Célculo de declive de uma recta dados dois pontos darecta

Considera os pontos A(x;; y1) € B(xy; ¥,). O declive pode ser encontrado pela expressao:

Y2 =M1
m="—"—
X2 — X1

4.4.4. Condicao de paralelismo e de perpendicularidade de duas rectas em funcao dos

seus respectivos declives

Considera as equacdes de duasrectasr:y =m;x+b e s:y=myx+b

e Se r//s entdo| M1 =M,

e Serlsentdo| M1 = ——

4.4.5. Férmula para determinar o ponto médio de um segmento e suas aplicagdes

Considera o segmento de recta P, P, possui um ponto médio P com as seguintes coordenadas
P(x,y).

Ay As coordenadas do ponto P sdo dadas por
+ + ~
P s x =312 o =012 portanto entdo teremos:
. 2V 52 2 2
M
S o
/"/’- ‘
- X1+ X Y1+
- P( , )
’D 5 A I',lt 2 2
= —
X

4.5. Determinacdo de pontos de interseccéo de duas rectas

Considera asrectas r:3x+ 2y — 7 = 0 es:x — 2y — 9 = 0. Determina o ponto de interseccdo das

duas rectas.
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r:3x+2y—7=0

7 —3x
2

r3x+2y—-7=0ey=

As coordenadas do ponto P de interseccao das rectasre s é (4; —2)

4.6. Calculo da distancia de um ponto a uma recta

$:X—2y—9=0ey=

s:x—2y—9=0

x—9
2

Dado um ponto P(x,,y,) € umarecta r: ax + :
by+c=0 i N

lax, + by, + c|
N

d(P,r) =

4.7. Equacdo da circunferéncia de centro e raio dados

Se (h, k) € o centro e r € o raio, entdo: y

(x=h)? + (v = k)2 =72 Y

Quando o centro da circunferéncia
coincide com a origem do sistema de K

coordenadas, a equacao transforma-se

em:

<

C
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4.8. Equacdo da elipse e equacdao da hipérbole

Se (h, k) € o centro da elipse, entdo:

=M G-k _

a? b2 1

Quando o centro da elipse coincide com a

origem do sistema de coordenadas,

equacdao transforma-se em:

2 2
X y
a2t

2

a

me

4.10. Exercicios resolvidos

1. Calcula a distancia entre A(—1,3) e B(4,—2)

Sabendo que (x,,y,) = (—1,3) e (x4, ¥,) = (4,—2), teremos :

d= J(xq - xp)z + (.Vq - .Vp)z

d=(4- (1) +(-2-3)?
d =52+ (-5)?

d =+/50
d =5V2

2. Considera os pontos A(2,0) e B(0,2), determina o ponto C(x., x.), do primeiro quadrante, tal

que o triangulo [ABC] seja equilatero.
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Como o tridngulo [ABC] é equilatero, entdo d?,; = d?g. = ya \

2
dAC

(0-2)>+2-0)% = (x. —0)* + (y. — 2)?
= (xc - 2)2 + (yc - 0)2

Montando as equagBesd?,z = d?gc € d?45 = d? 4

e 2

{(xc—2)2+ycz=22+22(_){xcz—4yc+ycz=4
x2+ (y, —2)2 =2%2 422 x2—4x. +y? =4

Subtraindo as equagfes, obtemos:

4x, —4y. =0 X, = Y,

Substituindo y, por x, na segunda equagéo, obtemos:
x2—4x,—4=0ex,=1+3

Resultado: C tem coordenadas (1 + /3,1 ++/3)

3. Calcula o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo os pontos A (1,2) e B (4,4).

X1 +x, Y1+, 1+4 2+ 4

S Al

5
) o PG.3)

4. Calcula a distancia do ponto (1,2) arecta3x+4y+1=0

3.1+42+1] [12] 12

W= "mre Vs 5

4.11. Exercicios propostos

1. Dados os pontos, A (4, 5), B (-3, 7), C (-1. -1), D (2, -5), representa no sistema de
coordenadas ortogonais 0s vectores:

a) AB b)BC c)=BD d)5CD

2. Dados os vectores 4B = (34) e A= (—2,3), encontre o vector B e representa o vector AB no
SCO.
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3. Dados os vectores CF = (=75 e F= (4,2), representa o vector CF no SCO.

4. Considera, os pontos A(-2, 1) , B(2, 3) e C(4, -1). Representa-os no mesmo sistema de

coordenadas.
a) Determina: |Al, |B], |C|, |AB|, |BA|,|BC| e |CA].

b) Os pontos sédo colineares? Justifica a tua resposta.

5. Considerando a figura ao lado, determina: +

a) d+b

by —b+¢

c) 2d+b

d é-b

6. Considerando a figura do exercicio 5,
determina:

a) O comprimento do vector b.

b) O comprimento do vector ¢

C) O vector unitario na direcgdo do vector a.

7. Considerando igualmente a figura do exercicio 5, efectua:

a) a.b

b) b.¢

¢) (@-B)@+o

8. Determina uma equacao da recta que:

a) Passa pelo ponto (3, 5), coma = 1/2

b) Passo pelo ponto (3,0), com a = 4/5

9. Determina o valor, em graus, da inclinacédo da recta que, num referencial ortogonal, é
definida pela equacéo reduzida:

a) y=x-2 b) y=Lxts ) y=-x+7 d) y = —V3x — 4

10. Determina o valor, em graus, da inclinacdo da cada uma das rectas seguintes, sabendo

gue, em um referencial ortonormado, sao definidas pelas equagdes vectoriais.
a) (xy)=(-11)+k(2,-6),kER
b) (x,y) =(-31)+k(2,-2V3),k€eR
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11. Determina a equacéo reduzida da recta que, num referencial ortonormado, tem:
a) 60° de inclinacdo e passa no ponto de coordenadas (2;0).

b) 135° de inclinacdo e passa no ponto de coordenadas (3;1).

12. No referencial da figura estfo representadas as rectas AB e AC.
Sabe-se que:
e B e C sao pontos pertencentes ao eixo Ox;
e AB é definida por x + 3y = 3; ¥4
e AC é definida por y = 2x + 4.
a) Determina a amplitude, em graus, aproximada as
décimas, do angulo BAC.

b) Calcula as coordenadas do ponto A.

c) Mostra que 4B = CB — CA e determina as
coordenadas do vector 4B.

13. No referencial da figura est&o representados uma circunferéncia,

arectar e o quadrilatero [0ABC].

Sabe-se que: v .
e A circunferéncia tem equagéo (x —v3)? + y? = 3; A
e Ainclinagdo darectar é grad; / !
. . . 0 LN
e A é um ponto de intersec¢éo da recta r com uma circunferéncia | x
com o eixo Ox; \ l
—C

e C pertence a circunferéncia e tem a mesma abcissa de A.

Determina:

a) A equacéo reduzida da rectar.
b) As coordenadas do ponto A

C) A area do quadrilatero [0ABC].
d) A equacéo reduzida da recta AB.
e) A inclinacéo da recta AB.

f) O perimetro do quadrilatero[0ABC]

Unidade V Equacdes e Inequagbes Exponenciais

5.1. Equacdo Exponencial - Definicdo
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Chama-se equacao exponencial a toda a equacao que apresenta incognita sob expoente.

Exemplos:

e 2% =4 é exponencial, pois 0 x que € incdgnita aparece no expoente;
e 3%¥*t2 =27 é exponencial, pois 0 x que é incdgnita aparece no expoente;

e 3¥t1 4 3%+2 4 1 = 37 é exponencial, pois 0 x que é incognita aparece no expoente.

5.1.1. Resolucdo de Equacdes exponenciais
Para resolver equagfes exponenciais, prossegue-se da seguinte forma:

1. Encontrar poténcias da mesma base, em cada membro;
2. lgualar os expoentes dos dois membros entre si;

3. Determinar o valor da variavel.
Exemplos:

o 2¥=4 & 2¥= 22 = x=2Sol{2}

o 3x=% & 3¥=33 =x= -3 Sol. {-3}

o \/?7=9<=>3)2£=32=>§=3=>x=6Sol.{6}

o 3¥1 4 3%¥241=37 & 3*%3+3%32+1=37 © 3*(3+9)=37—-1 3*%12=
36 < 3% = %«: 3* =3 = x =1 Sol. {1}

e 4¥—-92¥4+8=0 o (2%)2-9.2* + 8 = 0, vamos fazer a substituicdo: t = 2* e

determinemos o valor de t.

t? — 9t + 8 = 0 Resolvendo esta equacio quadratica, teremos: t; = 1 e t, = 8 voltamos a

igualdade t = 2* e substituimos os valores de t e teremos:
Parat; =12*=1 & 2*=20 =x=0

Parat, =8 & 2* = 8 < 2¥ = 23 = x = 3, logo a solucéo da equacéo exponencial dada é:
{0; 3}

5.2. Inequagdes Exponenciais

Seja a™ > a™ uma inequagédo exponencial. Para resolver esta inequagéo, é preciso ter atencao

no seguinte:
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e Se a > 1 o sentido do sinal da desigualdade mantém-se, isto €: a™ > a™, m > n;
e Se0<a<1(com a€e IR") osentido do sinal da desigualdade muda, isto é: a™ > a™,

m < n.
Exemplos:

1. Resolva as seguintes inequacoes:
a) 2¥>4 o 2¥ >22 = x>2;Sol.x €]2; +oof

b) (%)x >4 & (%)x > 2?2 & (%)x > (%)_2 = x < -2 Sol. |—o0; =2

1. Resolve as seguintes equacdes exponenciais:
a) 3% 4 gx*1-1g
b) -5 '-5+5"2=119
c) 2¥ 34 2% 14 2¥=52

25%+125
d) - — 5x+1

e) 2x+ 2x+1 + 2x+3 — 175

fy 2.2¢=%8.Y2.32
2. Dada a equacéo 2*~2. 8" = 4*~* podemos afirmar que sua solugéo é um nimero:
A Natural.
B Maior do que 1.
C De modulo maior do que 1.
D Par.
E De mo6dulo menor do que 1.

3. A soma das raizes da equagdo 22 *1—2***=2**2_32 é:

A2 B3 C4 D6 E7
4. Determina o conjunto solu¢éo do seguinte sistema de equacdes exponenciais:
gy = 1
4
9% . 27%Y =3

5. Resolve as seguintes equacdes exponenciais:
a) 22x+2 _ 2x+3 > 2X 2
b) (3*)* 1 <729
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x\ X—1

x x=3
9 (32)  =(5)
6. A solucéo da inequacdo 0,5 = > 1 ¢ o conjunto:

A{xXER|x>1} B{XER|x<1} C{xER|x>0} D{x&ER|x<0} Ex€IR
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Unidade VI Equacfes e Inequagdes Logaritmicas

6.1. Equac0Oes logaritmicas

Equacéo logaritmica € aquela que apresenta incognita na base do logaritmo, no logaritmando
ou no logaritmo. Lembra-te que um logaritmo pela definicdo possui a seguinte forma: log, b =

x = b = a*, b é ologaritmando; a é a base do logaritmo e x é o logaritmo.
Exemplos:

e log,x = log, 8
o logsx=1

e logz(x +1) = logz2x

Para resolver equacdes logaritmicas, devemos ter em consideracao as propriedades operatorias

dos logaritmos, pois elas podem facilitar o desenvolvimento dos calculos.
Exemplos:

e log,x = log,8 = x =8 Sol. {8};
e logsx=1 < logsx = logs5 = x =5 Sol. {5}

logs(x+1) = logz2x = x+1=2x ®x—-2x=-1 —x=-1=x=1
Condicdo: x+ 1 >0 A2x>0 < x> —1 A x > 0logo o valor de x encontrado satisfaz
as duas condi¢des, entdo: Sol. {1}

e log,(x+1)=3eox+1=22=x+1=8x=7

Condicdo: x+1>0 < x > —1, logo o valor de x encontrado satisfaz as duas

condicbes, entdo: Sol. {7}

e logz(x—1)+ logz(2x+ 1) — logz(x —3) =3
Condigcdes: x —1>0A2x+1>0Ax—-3>0 <=>x>1/\x>—%/\x>3

(x+1D.2x+1)
x—3

log;(x — 1) + logz;(2x + 1) — logz(x —3) = 3 < log; [

(x+1).2x+1)
x—3

=27 & (x+1DQ2x+1) =27(x —3)

& 2x2—x—1-27x+81=0 © x?> —14x +40 =0 onde x; = 4e x, = 10 como 0s

valores de x satisfazem as condi¢fes, entdo: Sol. {4; 10}.
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6.1. Inequacdes logaritmicas

Inequacao logaritmica é aquela que apresenta incégnita na base do logaritmo, no logaritmando

ou no logaritmo.
Exemplos:

e log,x > log,8
e logsx <logs5
e logz(x+1) > logz2x

6.1.1. Resolucédo de Inequacgdes logaritmicas

Sejalog, m > log, n uma inequacao logaritmica. Para resolver esta inequacao, é preciso ter

em conta o seguinte:

e Sea > 1o sentido do sinal da desigualdade mantém-se, isto é:
log,m > log,n, m > n;
e Se0 <a<1(coma € IR") o sentido do sinal da desigualdade muda, isto é:

log,m > log,n, m <n.
Exemplos:

e log,x > log,8 = x >8.S0l.x €]8; +of

e logix >logi4 = x < 4. Sol. |—o0;4[
2 2

e logzx >loge’x, reduzindo para mesma base, teremos: logzx > %loggzx, Seja t =

T 1 . ~
log; x e substituir, teremos: 1:>51:2 = 2t—t? >0 Resolvendo esta inequacido

quadratica, teremos como solucdo: t € ]0;2[. Sendo assim, logzx >0 A logzx <2 0

gue nos da como solucao x € ]1;9[.
Exercicios Propostos

1. Resolve as seguintes equacdes logaritmicas:
a) log,(3x +10) — log, x = log, 5
b) logy+s(5x —1) =1
c) log,(12 —2%) = 2x

d —1= logs (Z—x)

x+1
1

e) logy;zx = 3

f) logxy1(10x —3) =1

g) logio(4x —2) = logy 2 — logyo(2x — 1)
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2. A solucdo da equagéo log,(x + 6) = 2 na variavel real x é :
A {-2; -3} B {2; —3} C{-2; 3} D{-2; 1} E{-1; 3}

3. Resolve as seguintes inequacdes logaritmicas:
a) logio(x? +2) > logyo(2x — 1)
b) logi(x —5) — logix >log:(x + 3)
2 2 2
c) log,(2x+5) — log,(3x—1) >1
d) log,(x —3) + log,(x+2) <1

Pagina 57 de 76



Unidade VII Trigonometria

Nota histérica

s

biologia, geografia e até na medicina.

introduziu nos estudos cientificos.

ocorridas entre os lados e os angulos dos triangulos.

A Trigonometria é a parte da Matematica encarregada de estudar as relacdes

Ela é usada actualmente em diferentes areas de estudo, desde teoria musical a
navegacao de satélite. Mas também pode ser empregada, por exemplo, na quimica,

Seu emprego vem da época da Babilénia, embora os gregos sejam mais famosos no

seu emprego. O Pai da Trigonometria € o grego Hiparco de Niceia, posto que a

Observa o triangulo [ABC].

Um dos seus angulos internos é recto (mede 90°), por

isso chama-se triangulo rectangulo.
Catetos: lados AB e BC
Hipotenusa: lado AC (oposto ao angulo recto).

a, B e y sdo os angulos internos do tridngulo.

Soma dos angulos internos de um tridngulo: a« + 8 + y = 180°

Angulos complementares s&o aqueles cuja soma é igual a 90°: a + 8 = 90°

Angulos suplementares sdo aqueles cuja soma é igual a 180°.

7.1. Circulo trigonométrico

A representacéo grafica ao lado chama-se circulo

trigonomeétrico.

O ponto O € o centro da circunferéncia.
OP ¢ o raio da circunferéncia e € igual a 1;

P, e P, sdo as projec¢des do ponto P nos eixos
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coordenados.

O circulo trigonométrico esté dividido em 4 partes iguais.

Cada parte chama-se quadrante.

Por conveccéo o ponto A(1,0) é a origem da orientacédo, o

sentido positivo € o sentido anti-horario e negativo no

sentido horéario.

7.2. Razdes trigonométricas

cateto oposto P, P,
sen6=_—p==y=—y=Py senf = P,
hipotenusa or 1
cos8 = cateto adjacente _ i _ & _p send = P,
hipotenusa P 1
cateto oposto P, P
tagf=———— =2 tagh A
cateto adjacente P, P
X
B = cateto adjacente Py P,
oY = ateto oposto P, cotgh = —=
y P,
7.3. Razdes trigonométricas de angulos
especiais: 30°,45° e 60°
a 30° 45° 60°
Aplicando as definicbes das razdes sena 1 V2 V3
trigonométricas ja conhecidas, obtemos o0s 2 2 2
valores das razoes trigonométricas cosa V3 V2 1
o o 2
correspondentes aos angulos: 30°,45° e 60°. 2 2
tga V3 1 NE)
3
cotga NE) 1 V3
3
7.4. Relagao entre as razdes trigonométricas
a+pB=90°e3=90°-«a a
C b
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7.5. Teorema de Pitagoras

b2 + ¢% = a?

(cosa)? + (sena)? =1 & (cosa)? + (sena)? =1

= E b = = o —
seno = - senp = = cosa = senf & cosa = sen(90° — a)
a
cosa = Z >< cosp = ¢ sena = cosf < sena = cos(90° — a)
a
taga :2 tagh = g cotga = tagp © cotga = tag(90° — a)
Cc — — o __
cotga = 2 >< cotgp = - taga = cotgf < taga = cotg(90° — a)

S b?
Se dividirmos ambos os membros por a?, teremos: =zt =

mula fundamental da trigonometria.

=1

30 AB 1 AB AB 5
= —-—=— = —
a) sen z > z >
CA 3 CA 5V3
COS30—?<—>7—?<—>CA—T
sen30 5 5v3 1
tg30 = ==+ —=—
cos30 2 2 V3
cose30 5vV3 5
cotg30 = =—+-=13

sen30 2 2

1. Sabendo que sena = g , determina o valor de cosa, tga e cotga .

2

3 9
a)sen2a+cosza=1<—>(§) +cosza=1<—>cosza=1—£<—>cosa=
by _sena 3 4 3
)‘ga_cosa_S "5 4

L. 2 (cosa)? | (sena)®> 1 2 sen®a
Se dividirmos ambos os membros por (cosa)*, teremos cos? T cosm? — (eosez WU g
portanto toa = sena | maneira podemos obter . cosa
= cotga =
cosa g sena
Outras relacdes fundamentais da trigonometria:
1 1
cotga.tga =1 1+ — g2 —
= a+1l=
tg’a sen’a g cos’a
Exercicios resolvidos
1. Considerando o triangulo ao lado, determina: B
a) O lado CA b) O lado AB c) tg30° d) cotg30° A~

16 4
25 5

Pagina 60 de 76



b)cotga =

cosa

sena

4 3 4
55 3

7.6. Sinal das razdes trigonométricas

a (N 1 v
sena | + + - -
cosa | + - - +
taga | + - + -
cotga | + - + -

7.8. Reducéo ao primeiro quadrante

Reduzir um angulo do 11Q, 111Q ou IVQ ao IQ é ter um angulo correspondente no IQ, que tenha o

mesmo valor ao arco dado.

A tabela abaixo resume a reducéo do Il, lll e IV quadrantes ao | quadrante.
Reduc¢des ao Primeiro Quadrante
B=m—al|fl=r+a|f=2r—a
sen(/3) cos(a) —sen(a) — cos(a)
cos(3) | —sen(a) | —cos(a) sen(a)
tg(3) | —cotgla) | tgla) | —cotg(a)
cotg(3) | —1tg(a) cotg(a) —1g(a)

7.9. Nocéo de radiano

Radiano é a medida do angulo central, de um angulo cujo

comprimento é igual ao raio do circulo. Abreviamos 1

radiano para 1rad.

Relagéo entre sistema sexagesimal e circular

1°= = rad
180 2% | oy

180° = mtrad

Angulos céngruos
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Os angulos no circulo trigonométrico possuem a mesma origem. Dois angulos sdo congruos

quando a diferenca entre suas medidas é de 2kn(com k € Z).

Exemplo:

—10° e 710° séo cdngruos ao arco 350° pois -10° =350° -1.360° e 710° =350° +1.360.

Nocao de periodo

e | FETPI=

fx)

As funges trigonométricas sao periodicas.

para todo x € D, entdo a fungéo f € periodica.

7.10. Representacéo gréfica de fungdes trigonométricas

Funcéo

Grafico

Estudo da funcéo

f(x) = senx

R _n"

Zeros.x =km;k ez

Maximos: x = g+ 2mk; k € z
;. 3

Minimos: x = 7+ 2nk; k € z

Dominio: x € R

Contradominio: [—1,1]

f(x) = cosx

'0 y=cosx

Zeros:x=g+kn;k62
Méximos: x = 2nk; k € z
Minimos: x = + 2rntk; k € z
Dominio: x € R

Contradominio: [—1,1]

fx) =tgx

Zeros:x =kmk €z
Dominio: x € R\{g+ km; k € z}

Contradominio: f(x) € R
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f(x) = cotgx

" Zeros: x =§+kn;k €z

A Dominio: x € R\{km; k € z}

- Contradominio: f(x) € R

Funcdes do tipo f(x) = Asen(ax + b) + Be f(x) = Acos(ax + b) + B

y=3+2sen(x —3)

e sy =mn(=5)
,‘—'—l—b

~

cort P=aEny
y=2zen (x — %)
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V_’

3 —cos (3x)

o=t

wla T
115'

7.11. Soma e diferenca de angulos
sen(a + B) = sena.cosf + senf.cosa
sen(a — B) = sena.cospf — senf.cosa
cos(a + B) = cosa.cosf — sena.senf

cos(a — B) = cosa.cosp + sena.senf

tga + tgph
tgla+p)=1—",— = t9a.tgp
_ tga—tgp
tg(a=p) = 1+ tga.tgp

Angulo duplo

sen2a = 2sena.cosa

cos2a = cos’a — sen’«a

cos2a = 2cos’a — 1

cos2a = 1 — 2sen’a

7.12. Teorema dos senos

a b c

senA senB senC

7.13. Teorema dos cossenos

a? = b% + ¢% — 2bc cosA

m

AA

b

7.14. Exercicios resolvidos

1. Resolve as seguintes equacgdes trigonométricas:

a)2sen2x = —1 b) 2sen?x = senx

c) cosx —senx = 0 d) cos?x —4cosx +3 =0
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a)

1
2sen2x = —1 & sen2x = _E

i 7
sen2x = sen (n + E) o sen2x = sen?

n i
2x =—+2nkv2x = ——+ 2nk
6 6
—7n+ kvx=——=+mk
X—E T Ux——ﬁ s

C) cosx —senx = 0 < cos?x = sen’x
cos?x =1 — cos?*x & cos?x + cos’x =1

1 _V2
2cos’x =1 & cos?x = 5 & cosx = +7

z T onk
COSX = COS— & X = — T
) )

b)

d)

2sen’x = senx < 2sen’x — senx =0
senx(2senx —1) =0

senx =0v2senx —1=0

1
senx = sen0 v senx = >

T

x =mk v senx = seng

b4 5
x=g+27rKv X=?+27TK,kEZ

cos®x —4cosx +3=0
Sejacosx =t

t2—4t+3=0 (-1t —-3)=0

cosx = 3
Cd

t=1lve=3 <_>{cosx—1

{cosx = cos0 < {x = 2nk,k € z

2. Dois lados de um triangulo medem 20 cm e 12 cm e formam entre si um angulo de 120°.

Calcula a medida do terceiro lado.

b =20cm
c=12cm
cosx = cos1202 = —-0,5

3. Observa o triangulo [ABC].
A

a? = 20% + 122 — 2.20.12.(—0,5)
a? = 400 + 144 + 240

a’® =784
a=V784
a = 28cm

Portanto, o terceiro lado mede 28 cm.

Determina:

a) A medida do lado AC.

b) O angulo com o vértice em A.
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b? = 82 + 10% — 2.8.10. cos50° 8% = 10% + 7,822 — 2.10.7,82. cosA

b? = 164 — 160. cos50° 64 = 161,1524 — 156,4cosA
b? = 164-160.0,64279 cosA = 0,62
b2 ~ 7,82 A =52°

7.14. Exercicios propostos

1. Observa a figura.

A a) Classifica o triangulo [ABC] quanto aos angulos.
b) Qual é o nome de cada lado do triangulo [ABC]?
C) Qual é o lado maior do triangulo e como se chama?

d) Quantos angulos agudos tem o triangulo [ABC]?

2. Considera o triangulo ao lado.

a) Qual é o cateto oposto para o angulo a? D
b) O cateto DE ¢ adjacente para que angulo agudo? B

¢) Para o angulo «a, qual é o lado que represeta a hipoteusa? E para o angulo S.

3. Para cada triangulo, calcula sena, cosa, tga e cotga.

a) d)

b) c)
D 3 ™
a o
1
. 5 . V2 V1o g 10
E LN : [ ] - I~

3

4. Para cada um dos seguintes triangulos, calcula a medida do angulo a.
a) b) d)

=)

6

5. Sabendo que senx = 0,6, calcula cosx, tgx e cotgx.
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6. As medidas dos lados de um tridngulo s&o: x, x + 1 e x + 2. Para qualquer numero real x

maior que 1, determina o cosseno do maior angulo interno desse triangulo.

7. Dois lados de um triangulo medem 4 m e 5 m e formam um angulo de 60°. Qual é a medida

do terceiro lado desse triangulo?

8. Num jogo electrénico, o monstro tem a forma de um sector circular de raio 1 cm, como

mostra a figura.

A parte que falta no circulo € a boca do monstro, e o angulo de abertura

i < mede 1 radiano. Qual é o perimetro do monstro em cm?

9. Num tridngulo rectangulo, a tangente de um de seus angulos agudos € 2. Sabendo que a

hipotenusa desse triangulo mede 5, qual é o valor do seno desse angulo?

10. Dada a funcédo f(x) = 1 — 2senx
a) Determina o contradominio da fungao.
b) Calcula a ordenada na origem.
c) Esboca o gréfico de f.
11. Determina o contradominio das fungdes:
a) f(x) =3 + sen’x b) f(x) = 1 — sen2x

12. Esboca os graficos das seguintes funcoes:

a) y=1—sen(x+g) b) y=1+cos(2x —m)

- T
C) y=-3+cosx d) y=-2+sen(x —3)

13. Calcula o valor de cada expresséo:

a) senm + cos3m + 2.tg8m + cos 51

) c0s(1080°)—2sen(1530°)
sen(—270°)+tg0°

Pagina 67 de 76



C) 2.5en630° — 3c0s180° + 5tg720° — tg(—180°)

14. Resolve as seguintes equacdes trigonométrica no intervalo x € [0; 2x|:

a)senx =1 d)cosx =0
b) cosx =1 e)tgx =0
c) senx =0 f) cosx = -1

15. Determina os valores reais m de modo que tenham sentido as expressoes:
a) 9.cosa = m?

b) 3senx = m?-1

1-2m T
C) tg x= ——Ccom xe€ ]E’ n]

16. Resolve as seguintes equacdes trigonométrica:

a) | senx = cosx b) ) 1 ) | cos?x — cosx = 0 no intervalo [0; 27]
cosx + sen’x =5

d) | tg?x=+3.tgx |© | Z2_ Inointervalo [-Z; n
tgx 2 2

l.aV b)V c)F dF eVHV gV hV

2.a)

3.a) F ={1,2,3,4,56,7,89} b)A=1{3,579} c)J ={4} d)H ={46810,12,...}
e)l ={23456,78} HM={ }

5.a)AUB = {1,234,56}b) AnB = {2,3,} ¢) A-B + {1} d) = {4,5,6}
6.a)3€A b)7¢C c)A¢B d) ¢ €)> fc

7.a)AUB = {1,45,689} b)AUB = {a,b,c,d,e} ¢) AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8}
8.a) AUB = {0,1,2,3,5} b)AuUC = {0,1,2,34,68} c)AuD = {0,1,2,3,5,7,9}
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d)BuC = {0,234,568} € BUD = {0,2,3,57,9} f)CUD = {2,4,5,6,7,89}
9) (AUB)UC ={0,1,2,3,4,5,6,8} h) (AuC)uUD ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
) (BUC)UD ={0,2,3,4,5,6,7,89}

9.a) A =1{1,23456789} b)A={34} c)A={1,24}
10. a) AnNB = {34} b)AnB =1{1,256,7,89} c) AnU = {1,2,3,4} d)AUB = {7,8,9}
e)B={1,2789} )AnB= {789} g)AuB =1{1,2,56,7,89} h) A =1{56,78.9}
11.a) A ={5,6,7,89} b) B=1{56,789} c)AnC = {1,2,5,6,7,89} d) AU B = {5,7,9}
e)A={1,234} f) B—C ={1,2,3,4,59)}
12.a) AUB = {a,b,d,e} b)BNnA= {b,d} c) B={a,c} d)B—Afe} e)ANB={e}
f)AUB ={a,b,c,d} g)AnB={c} h)B-A={a}
13.a)UNA=A4 D)@=UCc)ANA=0 d)UUA=U eANA=A f)AUA=A g)pUA=A
hU=90¢ )AUA=U
14.a) A=1-2,2]u[3,4] b)B=]-2,-1[U[3,4] )AUB = [-1,4[ d)ANB =12,3[
e)ANB=]-22]u[34] /)AUB=]-22]U[3,4] 9)A=]24]

15. a) U=1500

b) 25+20=45 ) 25+5+20 = 50
16. a) 250-(100+55) =95 b)25 ¢)390  d) 100 e) 1500 - 775=725
17.2)20 b)24 c)22 d)32

18. a) 140  b)230 c)480

19. " .
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b) 240

© 00 N O O b

Unidade Tematica ll: LoOgica Matematica

. @) Nao é verdade que este livro é meu.

b) Nao é verdade que aquela pasta é tua.
c) Este livro € meu ou aquela pasta é tua.
d) N&o é verdade que este livro e meu e aquela pasta € tua.

e) Nao é verdade que este livro e meu ou aquela pasta é tua.

.Aavbhb

B ~an~c

Cbbv~c

. @) Nao é verdade que 2 é um ndmero par.

b) 2 € um nimero par e é divisor de 4.

c) Nao é verdade que 2 é divisor de 4 e € um namero par.
d) N&o é verdade que 2 é um numero primo e é divisor de 4.
e) 2 é um ndmero par ou é um ndmero primo.

f) Ou 2 é um numero par ou € um ndmero primo.

g) N&o e verdade que 2 € um namero par e € um ndmero primo.

.a)VDOFcVAFeVHVgFhhVIF )V

a)q =r b)p=~r c)~r=~q d)(~p Aq) =q
.aQF bV oF

.aQF bV oF

.aQV bVcoV

. @) Paulo estuda Matemética se e somente se Paulo quer ser cientista.

b) Paulo estuda Matematica se e somente se ndo quer ser jornalista.

c¢) Paulo estuda Matemética e quer ser cientista se e somente se ndo quer ser jornalista.

10.a)F bV ¢V
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11.a)V b)F ¢oF
12 a)V b))V ¢V
13.a)a)V b)F o)V d)f eV

Unidade Temaética lll: ALGEBRA

1. a) Racional Inteira b) Racional Inteira ¢) Racional Fraccionaria d) Racional Inteira e) Racional

Inteira

f) Irracional g) Irracional h) Irracional fraccionaria i) Irracional fraccionaria j) Irracional

fraccionaria

I) Racional inteira m) Racional Fraccionaria n) Irracional Fraccionaria.
2.a) x;y € R\{x =y} —% b)a+=-b 0
3.a)x €[3,+o[ b)x € R\{-2} c)x€]-32]
1 1 .

dxerR\f5] exeR HreER greER N)xeR\|-5;+ 0| i) x eR\(-34)
4. a) Nao sao idénticos porque ndo tém o mesmo dominio de equivaléncia.

b) Sdo idénticas pois ttm o0 mesmo dominio de equivaléncia D:x € R.

c) Ndo Sao idénticas pois diferem no dominio de equivaléncia.

d) S&o idénticas pois ttm o0 mesmo dominio de equivaléncia.

5.a Sdo polinémios: a); b); g); h
a=3 a=2 a=1
6.) {, _7 ) {21 9 {5y

7.a)8x3—x*—3x+5 b)x5+x4.\/§—§x2+2x+6 c)ava — b.x* + (a + b)x?> — 3bx + ab

8.ax5—3x3—§x2—x—1 b)5x + 8 c)x5—4x3—2x2—§x—1 d)x5—%x4—-1:5x3—2x2—

x+2

e) %xz +4x+4 f) %x72x5 —x* —%x?’ +%x2
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9.a)Q(x)=x—3eR(x)= =5x+6 b)Q(x)=—x?>—4x—9e R(x) =—-13

10.a) Q(x) =2x —7 e R(x) = 12 b) Q(x) =3x2+5x+ 10 e R(x) =2

c)Q(x)=8x*+x3+x?—1eR(x)=2 d)Q(x)=2x?—-2x+1 eR(x)zg

11.a) 1 éraiz b) 4 ndo é raiz c) -1 ndo é raiz d) -2 ndo é raiz e) -3 é raiz
12. a) x* + 2x? -3 = (x+\/7).(x—%).(x—\/§) b) x* +2x2 -3 = (x +V3)(x —V3)(x —
D(x+1)
13.a) {-1;5} b)) {1;2;3} c) {-1; 1,2} d) {-3; —2; 3} e) {-2}
14. a) ndo € divisivel  b) é divisivel  c) é divisivel
15.a)a=1eb=1b)a=1,c=—-4ed=—-4c¢c) b= —-5ec=2
16. x* + x3 —4x? —4x + 2
17.agm=-3en=—-4b)m=—-2en=-3c)m=0en=-3
18. a) 961 b) 2401 ¢c)11326 c)88804 €)484 f)896g) 1.44 h)0.64
19 a)a® + 6a?b + 12ab? +8b3 b)8t3 —6t2 + 12t —1

c)(2 —t).(4 + 2t + t?) d) (a? — b?)(a® + ab + b?)(a? — ab + b?)

20a) GoDE)@-3) _ xT_S Dominio de existéncia: x € R\{—1,0,1} Dominio de equivaléncia: x €

x(x—1)(x+1)
R\{0}

e) Dominio de existéncia: x € R\{—1}  Dominio de equivaléncia: x € R.

32 3x2t ) - &
21.a) 2vx b)zi’;? c)\[; 9= 25 oy LR g)m

x—2 4x—1
22. a) -4 ndo é solucéo de x* — 3x = 0;

b) 3 é solucéo de (x*- 4): (x - 2) = 2x -1;

c) 4 ndo é solugdo de V3x — 2 —Vx + 2 = 4;
) ~ 1 1
d)3eso|ugaode;+a——_

23.p=2
24. a) S40 equivalentes
b) Sdo equivalentes

¢) Sao equivalentes
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d) Sdo equivalentes
e) Nao sao equivalentes

f) N&o s&o equivalentes

25.2)0 b)) —v6e6 c)-3e3 d)—ziaezia e)0e-16 f)0e§

3

26.a)x=2 b)x3 c)x= —% d)x=—§ e)Oe—% f)oe5 g 0;+V3 h)O

ed i) —V2;0; V2 j)—l;—geé

27.a)x=4 b)x=—-6 c)x=0 d)x= d)x;=0ex, =1 f)semsolugdoemR g)x =
2 hyx==

Dx=-2 j)x=2e x2=§

I
w

28. a) {; _ 1 b)

<= R
I

29.k = —=
2

300m =42

3l.a=1eb =9

x=1 xTO
32. a) {y= 1 b) Sem solugdo Hy=0
z=1 Z=—=

Unidade Tematica IV:

4. a)|Al =5, IB| = |V13], |AB| = V65

b) Os pontos nao sdo colineares, pois nao pertencem a mesma recta.
5.a)(1,0) b(4,0) c(3,3) d)(2,-4)

6.a)V10 b)3v2

7.a)-11 b)6 c)15

1 7 4 12
8.a)y=5x+5 b))y=§x—?

9.a) 45° b) 30° c) 135° d) 120°

10. a) 108,4° b) 120°

11.a) y =v3x—2V3b)y = —x + 4
12. ) 98,2° b) A(—2,2

2,2 ¢) (CB — CA = CB + AC = AC + CB = AB;
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-0 30 10
AB(—;—)

13.2) (y =22 b) AC2,3 )4 =3V3uad) (y = —V3x+6)€) (1209 f) P =6+2v3u.c,

1. a)1b)1c¢)5d){1;2}e)-1f)— —
2. E
3. C
- _3
4, {x_ 2
y=1
5. 8)x€IR\x < -2Vx>1Db)x€IR-2<x<3 C)x€EIRx<-3Vx=>2
6. A

1a)5 b)1 c)log3 d); €1 ) 9) V3

N |-

n

C

3. a)x€lRx>;b)x€IRx>5 QxE€IRx>;Vx<- d)x€lRx>3 Vx<4

1. a) Triangulo rectangulo b) AB e BC séo catetos c¢) O lado maior e o lado AC- Hipotenusa
d) Tem 2 angulo agudos.

2.a) DE b) Adjacenteao 8  c) A hipotenusa é DF

. 4 3 4 3
3.a) sina = ; cosa=; tga=; cotga=r7

. 2 2

b)sma=\/7_; cosa=§; tga=1; cotga=1
. 1 3v10 1

C) sina =2 ; cosa=—-—; tga=z; cotga =3

ing = > - %, 3. — 2
d)smoz—5 ;o cosa=; tga=,; cotga =
4.a) a = 45° b) a = 36,89° c))a=53,13° d)) a = 45°
5. cosx =0,8;tgx = 0,75 cotg x = 1,33
X
6. cosf = e

Pagina 74 de 76



7. O terceiro lado mede 4.33 m
8.2.m+1

2v5 51

9. —
5

10a) D'f; [-1;3] b) f(0) =1c)

11.a) D'f:y € [3;4]b) D'f:y € [0;2] i

12. a) ‘ b)

/._nqz..uvzaﬁe\'\a/

13.a)-2b)1c)1

14.a)x=§ b)x=0 c¢Jx=0vx=nm d)x=§Vx=32—n e)x=0Vvx=rm

15.a) m € [-3;3] b)m € [-2;2] c)m € |—0; 0[ U E, +oo[

16-3){%4'2’%”;/(62} b){i—:+kn}u{111—2n+kn} c){g;n;%n}

d){an;keZ}u{§+kn;k€Z} e){z'z—nis—n}

3’ 3’ 3

flx=m
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